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PROLEG

El text que teniu a les mans és una joia classica de la literatura ma-
tematica. El mateix context de la seva creacié té una qualitat literaria
especial: un soldat de l’exercit rus que combatia els nazis a la Segona
Guerra Mundial, de nom Serioja, convalescent de les seves ferides a un
hospital, prega a un professor seu, Aleksandr Khintxin, que li faci arribar
lectures matematiques mentre duri la seva recuperacié.

Emocionat per aquesta peticié, Khintxin recull tres problemes que
li semblen atractius i estimulants, apropiats a les condicions singulars
del cas. El resultat és una petita obra mestra que ha inspirat molts
matematics des d’aleshores, tant pel seu contingut com per l’estil clar i
transparent de la seva exposicié.

D’una banda, Khintxin escull tres problemes que avui, seixanta-cinc
anys més tard, segueixen sent objecte d’un gran interés matematic, cosa
que reflecteix I'encert de la seva tria. El primer dels tres problemes és
el teorema de Van der Waerden sobre l'existéncia de progressions a-
ritmetiques arbitrariament llargues en alguna part de qualsevol particié
arbitraria dels enters. Aquest teorema és el punt de partida del que
s’anomena teoria aritmética de Ramsey, i esta estretament relacionat
amb el teorema de Szemerédi, de 1970, sobre 'existéncia de progres-
sions aritmetiques arbitrariament llargues en qualsevol conjunt d’enters
de densitat positiva, o el més recent teorema de Green i Tao, de 2005,
que assegura el mateix per al conjunt dels nombres primers. El segon
problema tracta el teorema de Mann, que estableix que la densitat d’un
conjunt suma és més gran o igual que la suma de densitats dels sumands,
originat en els treballs de Schnirelmann que van fer el primer aveng
significatiu en la conjectura de Goldbach (cada enter parell és la suma de
dos primers) i que ha obert una area que gaudeix de gran activitat avui
dia, 'anomenada combinatoria additiva. L’obra s’acaba amb el problema
de Waring, resolt inicialment per Hilbert, que assegura que cada enter
és la suma de potencies k—essimes d’enters en un nombre maxim que
només depen de k, una generalitzacié del teorema de Lagrange, que diu
que cada nombre és la suma de com a molt quatre quadrats. Tan la
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resolucié de Hilbert del problema de Waring, com les que van seguir de
Hardy i Littlewood i de Vinogradov, van ser de naturalesa analitica. La
que es presenta aqui, deguda a Linnik, és de caire combinatori.

De l’altra, I’autor fa de cadascun dels tres problemes una exposicié
que, sent elemental, és a dir, sense exigir un coneixement matematic
professional, té una intensitat matematica del més alt nivell. El discurs
esta curosament construit amb una clara finalitat didactica, i constitueix
encara avui un exemple admirable de comunicacié matematica.

Aquesta és una traduccié fidel no només al text siné també a 'orga-
nitzacié del material, a la notacié i, tant com ha estat possible, a ’estil
peculiar de 'original, en la confianca que en la versi6 catalana mantingui
la seva frescor i la seva eficacia expositiva.

Aina Lladé
Estellencs, agost de 2009



PREFACI

Aquesta petita obra esta dedicada a tres teoremes de 'aritmeética que,
malgrat la seva aparent simplicitat, han estat ’objecte de 'esfor¢ de
molts investigadors matematics. Les demostracions que es presenten aqui
fan servir eines completament elementals (tot i que no sén gaire simples).

El llibre pot ser seguit per estudiants de primers cursos d’universitat
i esta dirigit a un ampli cercle d’amants de les matematiques.
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Per comencar, una carta
(en lloc d’un preambul)

24 de marg de 1945
Benwvolgut Serioja,

La carta que m’enviares des de I’hospital em va produir un gran plaer
per partida triple. En primer lloc, el teu prec perque t’envii “algunes
petites perles matematiques”m’indica que realment estas millorant, i no
només ho estas intentant, com un brau guerrer, per ajudar a alleujar
I’ansietat dels teus amics. Aquest va ser el meu primer plaer.

A més, em va donar ocasi6 per reflexionar sobre com és que en aques-
ta guerra tants lluitadors joves com tu es deleixen tan apassionadament
per dedicar-se a la seva ocupacié preferida —1’ocupacio que ja apreciaven
abans de la guerra, i de la qual la guerra els va separar— durant la més
petita treva. No hi havia res de semblant a ’anterior Guerra Mundial.
En aquell temps qualsevol home jove, a ’arribar al front, sentia inva-
riablement que la seva vida s’havia interromput, que el que havia estat
fins aleshores la substancia de la seva vida havia esdevingut una llegen-
da irrealitzable. Ara, en canvi, n’hi ha que escriuen dissertacions durant
els intervals entre batalles, i les defensen a la seva tornada durant una
breu llicencia. No és perque senten amb tot el seu ser que els seus assoli-
ments tant en la guerra com en les seves ocupacions preferides — ciencia,
art, activitat practica— sén dues linies d’'una mateixa i gran causa? Si
és aixi, no és aquest sentiment, potser, un dels origens de les victories
de qué nosaltres, aqui a casa, gaudim de manera tan entusiasta? Aquest
pensament em gratifica molt, i aquest va ser el meu segon gran plaer.

I aixi vaig comencar a pensar sobre que et podia enviar. No et conec
del tot -només vares venir a les meves classes durant un any. De tota
manera, m’ha quedat una ferma conviccié sobre la profunditat i serietat
de la teva actitud cap a la ciencia, i per tant no vull enviar-te uns trenca-
closques amb poca substancia cientifica. D’altra banda, sabia que la teva
preparacié no és gaire bona —només vares assistir un any a classe a la
universitat, i durant tres anys de servei ininterromput al front amb prou
feines deus haver tingut temps d’estudiar. Després de deliberar alguns



10 A. I. Khintxin

dies, he fet una eleccié. Has de jutjar per tu mateix si és una eleccié
felic o no. Personalment, considero que els tres teoremes d’aritmetica
que t’envio sén perles genuines de la nostra ciéncia.

De tant en tant apareixen problemes curiosos i notables en 'aritmeti-
ca, aquesta antiga pero sempre jove branca de les matematiques. El
seus continguts sén tan elementals que qualsevol estudiant d’escola els
pot entendre. Normalment, tenen a veure amb la demostracié d’alguna
simple llei que governa el mon dels nombres, una llei que resulta ser
correcta en tots els casos especials que s’han pogut comprovar. Ara, el
problema és provar que el seu enunciat és correcte en tots els casos. I
malgrat I'aparent simplicitat del problema, la seva solucié fa anys que
resisteix, i de vegades segles, els esforcos dels matematics més importants
de cada eépoca. Has d’admetre que aix0 és ben temptador.

He triat tres d’aquests problemes per a tu. Tots tres han estat resolts
recentment, i en la seva historia hi ha dos fets comuns remarcables.
Primer, els tres problemes han estat resolts pels metodes aritmetics més
elementals (de tota manera, no confonguis elemental amb simple; ja
t’adonaras que les solucions dels tres problemes no sén gaire simples, i
et caldra un esforc no pas petit de la teva part per entendre’ls i assimilar-
los bé). En segon lloc, els tres problemes han estat resolts per matematics
joves i novells, amb prou feines de la teva edat, després d’una serie d’a-
tacs infructuosos per part de “venerables’savis. No és aix0 una espurna
plena de promeses per a futurs investigadors com tu? Quina crida més
encoratjadora per a una dedicaci6 a la ciéncial

La feina d’exposar aquests teoremes em va obligar a penetrar més
profundament en l’estructura de les seves demostracions magnificents, i
em va proporcionar un gran plaer.

Aquest ha estat el meu tercer gran plaer.

Et desitjo el millor dels exits, en el combat i en la ciencia.

Afectuosament,
Aleksandr Khintxin



Capitol 1:
El teorema de Van der Waerden sobre
progressions aritmetiques

g1

A Testiu del 1928 vaig passar diverses setmanes a Gottingen. Com era
habitual, hi havien arribat molts investigadors estrangers per passar-hi
el semestre d’estiu. Vaig fer coneixenga amb molts d’ells i, de fet, amb
uns quants varem arribar a establir una bona amistat. Quan hi vaig
arribar, el tema del dia era el brillant resultat d’un jove holandes, Van
der Waerden, que en aquell temps era encara un jove principiant que
avui dia, pero, és un matematic reconegut. Aquest resultat acabava de
ser obtingut alla, a Gottingen, de fet només uns dies abans de la meva
arribada. Gairebé tots els matematics que em vaig trobar me’n varen
parlar amb entusiasme.

El problema tenia la historia segiient. Un dels matematics d’alli (he
oblidat el seu nom) va trobar-se amb el problema segiient en el seu tre-
ball cientific: imagina que divideixes el conjunt dels nombres naturals
de manera completament arbitraria en dues parts (per exemple, entre
nombres parells i imparells, o entre nombres primers i nombres com-
postos, o de qualsevol altra manera). Es pot afirmar aleshores que en
alguna de les dues parts s’hi poden trobar progressions aritmetiques de
llargada arbitrariament gran? (per llargada d’una progressié aritmetica
vull dir aqui, i en tot el que segueix, simplement la quantitat de termes
que conté). Tothom a qui es plantejava la qiiestié veia el problema a
primera vista bastant senzill; la seva resposta afirmativa semblava ser
gairebé evident. Els primers intents de resoldre-la, pero, varen dur a
no res. I com que els matematics de Gottingen i els seus convidats es-
trangers estaven tradicionalment en contacte permanent els uns amb els
altres, aquest problema, d’una resisténcia provocadora, va esdevenir a-
viat I'objecte d’un interes matematic general. Tothom el va considerar,
des de I'academic més venerable fins al jove estudiant. Després de di-
verses setmanes d’esforcos extenuants, el problema va cedir finalment a
I’atac d’un jove que havia vingut a Gottingen a estudiar, I’holandes Van
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der Waerden. Hi vaig fer coneixenca i ell personalment em va explicar la
seva soluci6 al problema. Era elemental pero de cap manera simple. El
problema va resultar ser profund, la seva simplicitat aparent era ficticia.

Fa poc M. A. Lukomskaia (de Minsk) va descobrir i em va enviar
una demostracié considerablement més simple i transparent del teore-
ma de Van der Waerden que, amb el seu amable permis, t’exposaré a
continuacio.

§ 2

En realitat Van der Waerden va provar més del que calia. En primer
lloc, va suposar que els nombres naturals estan dividits no en dues siné
en un nombre arbitrari, diguem k, de classes (conjunts). En segon lloc,
resulta que no cal descompondre tota la successié de nombres naturals
per garantir ’existéncia d’una progressio aritmetica de llargada donada
[ (arbitrariament gran) en almenys una d’aquestes classes; n’hi ha prou
amb un segment prou llarg. La llargada n(k,1) d’aquest segment és una
funcié dels nombres k i [. Per descomptat no té importancia d’on trai-
em aquest interval dins del conjunt de nombres naturals, sempre que
contingui n(k,!) nombres consecutius.

Aixi doncs, el teorema de Van der Waerden es pot enunciar de la
manera seglient:

Siguin k il dos nombres naturals arbitraris. Aleshores hi ha un nom-
bre natural n(k,l) tal que si un segment arbitrari de llargada n(k,l) dels
nombres naturals es parteix de manera arbitraria en k parts (alguna de
les quals pot ser buida), aleshores trobem en almenys una de les parts
una progressio aritmetica de llargada [.

Aquest enunciat és trivialment cert per a [ = 2. Per veure-ho, n’hi ha
prou amb posar n(k,2) = k+1; en efecte, si un conjunt de k+ 1 nombres
es parteix en k parts, certament una d’elles conté més d’'un nombre, i
un parell arbitrari de nombres naturals forma una progressié aritmeética
de llargada 2, cosa que prova el teorema en aquest cas. Provarem el
teorema per induccié sobre [. Aixi doncs, suposarem d’ara en endavant
que el teorema es verifica per a algun nombre [ > 2 i per a valors
arbitraris de k, i provarem que manté la seva validesa per al nombre
[+ 1 (i naturalment també per a tots els valors de k).
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§3

D’acord amb les nostres hipotesis, doncs, per a cada nombre natural k hi
ha un nombre natural n(k,[) tal que, si un segment arbitrari de llargada
n(k,l) de nombres naturals es parteix de manera arbitraria en k classes,
hi ha una progressié aritmetica de llargada [ en almenys una d’aquestes
classes. Hem de provar llavors que, per a cada natural k, existeix també
un nombre n(k,l+1). Resolem aquest problema construint efectivament
aquest nombre n(k,l + 1). Amb aquesta finalitat posem

qo = 1)”0 — n(k;7l)

i definim els nombres q1,q2, ..., n1,n9,... successivament de la manera
segiient: si gs—1 1 ns—1 ja estan definits per a algun s > 0, posem

gs = 2ns5_1qs—1, ns =n(k®* 1), (s=1,2,...). (1)

Els nombres ¢; i ns estan obviament ben definits per a qualsevol valor
de s > 0. Ara afirmem que podem prendre g per a n(k,l + 1). Hem de
provar, doncs, que si un segment de llargada ¢; de nombres naturals es
parteix de qualsevol manera en k classes, aleshores hi ha una progressié
aritmetica de llargada [ + 1 en almenys una d’aquestes classes. La resta
del capitol es dedica a demostrar aquesta afirmacié.

En el que segueix escrivim per brevetat [ +1 =1’

§ 4

Suposem doncs que el segment A de llargada ¢ de la successié de nom-
bres naturals es parteix de manera arbitraria en k classes. Diem que dos
nombres a i b de A sén del mateix tipus si a i b pertanyen a la mateixa
classe, i aleshores escrivim a = b. Direm que dos segments de A de la
mateixa llargada, 6 = (a,a+1,...,a+7r)id = (a’,d'+1,...,d +7r), s6n
del mateix tipussia~a',a+1~a +1,...,a+r ~da +r,1ialeshores
escrivim § =~ ¢’. La quantitat de possibles tipus diferents per als nombres
de A és evidentment k. Per a segments de la forma (a,a + 1) (és a dir,
per a segments de llargada 2) el nombre de tipus possibles és k?; i en
general, per a segments de llargada m és k™ (per descomptat, no tots
els tipus han d’apareixer necessariament en el segment A).

Com que g = 2ng_1qi—1 (d’acord amb (1)), el segment A es pot veu-
re com una successié de 2ng_q subsegments de llargada gqr_1. Aquests
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subsegments, com acabem de veure, poden tenir fins a k%-1 tipus dife-
rents. La meitat esquerra del segment A conté ni_1 d’aquests subseg-
ments, on ng_1 = n(k%-1,1) d’acord amb (1). Pel significat del nombre
n(k%-1.1), podem afirmar que la meitat esquerra del segment A conté
una progressié aritmetica de [ d’aquests subsegments del mateix tipus,

A13A27"')Al

de llargada gi_1; aqui, per brevetat, diem que segments de la mateixa
llargada A; formen una progressié aritmetica si llurs nombres inicials
formen una tal progressié. A la diferéncia entre els nombres inicials de
dos segments consecutius de la progressié Aj, Ao, ..., A; li diem la di-
ferencia dy d’aquesta progressié. Naturalment la diferencia entre els se-
gons (o tercers, o quarts) nombres de dos d’aquests segments consecutius
és igualment d;.

A aquesta progressié de segments hi afegim ara el terme [ + 1, Ay
(recordem que " = 1 + 1), que pot estendre’s més enlla de la meitat
esquerra del segment A, perd que en qualsevol cas pertany encara tot

sencer al segment A. Els segments Ay, Ao, ..., A;, Ay formen doncs una
progressié aritmetica de llargada I’ = [ +1 i diferéncia d; de segments de
llargada qr_1 cadascun, dels quals Ay, Ag,...,A; sén del mateix tipus.

No sabem res del tipus del darrer segment A;.
Aix0 completa el primer pas de la nostra construccié. Estaria bé que
te’l tornessis a repassar abans que continuem.

§5

Ara seguim amb el segon pas. Prenem un qualsevol dels primers [ ter-
mes de la progressio de segments que acabem de construir. Diguem que
prenem A; , de manera que 1 < i3 < [; A;; és un segment de llargada
qr—1. El tractem de la mateixa manera que hem fet abans amb el seg-
ment A. Com que g;—1 = 2ni_2qk—2, la part esquerra del segment A;, es
pot veure com una successié de ni_s subsegments de llargada gi_s. Per
a subsegments d’aquesta llargada hi ha k%-2 tipus possibles i, d’altra
banda, ny_o = n(k%-2,1) d’acord amb (1). Per tant, la part esquerra de
A;, ha de contenir una progressi6 de [ d’aquests subsegments del mateix
tipus, Ay, (1 <9 <) de llargada g;_o cadascun. Sigui dg la diferéncia
d’aquesta progressié (és a dir, la distancia entre els nombres inicials de
dos subsegments consecutius). A aquesta progressié de segments hi afe-
gim el terme (I + 1), Ajyi,, del tipus del qual, és clar, no sabem res. El
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segment A; ;, no té per que pertanyer ja a la part esquerra de A, pero
obviament pertany al segment A;, .

Ara refem la nostra construccid, que hem completat fins ara només
en un dels segments A;, , de manera analoga en tots els altres segments
A;, (1 <y <U'). Obtenim aix{ un conjunt de segments A; ;,, (1 <i; <
;1 < iy <1') amb dos subindexs. Es clar que dos d’aquests segments
qualssevol amb subindexs que no passin de [ sén del mateix tipus:

~ . . ./ .,
AiliQ ~ AZ'IZ’Q (1 < 11,122,771, %9 < l)

Sense cap dubte veus ara que aquest procés es pot continuar. El com-
pletem fins a k vegades. Els resultats de la nostra construccié després
del primer pas eren segments de llargada qi_1, després del segon pas,
segments de llargada qi_o, etc. Després del pas k-eéssim, per tant, els
resultats de la nostra construccié sén segments de llargada gg = 1, és a
dir, sén simplement nombres del nostre segment original A. Tot i aixi
els denotem com abans per

. . . /
Doy (1 < iy, 0, <),
Peral<s<kil<iy,ig,...isi),15,...7 <l tenim
Aiyig,is Ai’l,ié,“.ig' (2)

Fem ara dues observacions que sén importants en el que segueix:

1. A (2),81 8 <kiigt1,is42,--.,10, sOn subindexs arbitraris extrets
de la seqiiéncia 1,2,...,1,1’, aleshores el nombre A, i, i, i1, ix
apareix en el segment A;, ;, ;. ala mateixa posicié que el nombre
Ai/ﬂé’“.ig’i“lrn’ik ho fa en el segment Ai’l,z‘;,...i;- Com que aquests
dos segments sén del mateix tipus, d’acord amb (2), es dedueix

que
Ai17i27---i57is+17---7ik ~ Ai’l,i’Q,...i;,iSJrl,...,ika (3)
sempre que 1 < iy,49, ... 05,87, 05, ... 1% <Ti1 <igy1,i542,... 05 <
'(1<s<k).
2. Peras<kii,=is+1,els segments A;, ;. . 1 Ajy.ig_qi SON

obviament consecutius en el pas s de la nostra construccié. Per
tant, per a subindexs arbitraris 541 . . . ig, els nombres A, i igigiy..ip
1 Ay iy 1itieis1..q, apareixen en la mateixa posici6 en aquests dos
segments, de manera que (amb i, = is + 1),

Ay g yitigsrin — Dipoig_visispr.ipy = ds- (4)
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§6

Ara estem a prop del nostre objectiu. Considerem els k + 1 nombres
segiients del segment A:

ap = Ay,
a1 = Ay,
az = Any..r, (5)

ar = Aq11..1-

Com que el segment A esta partit en k classes i tenim k 4+ 1 nombres
a (5), dos d’aquests nombres pertanyen a la mateixa classe. Siguin a, i
as (r < s) aquests dos nombres, de manera que

Ay ap r=AL ar (6)
N~ N

T k—r s k—s

Considerem els ! + 1 nombres

c;=A p L<i<l). (7)

Lo.o.lio..ql ...
Els primers [ nombres d’aquest grup (és a dir, aquells amb i < ) per-
tanyen a la mateixa classe d’acord amb (3). El darrer (i = l’), pero, és
de la mateixa classe que el primer d’acord amb (6). En conseqiiéncia
tots els [ + 1 nombres de (7) sén del mateix tipus i, per provar la nos-
tra afirmacié, només ens queda veure que aquests nombres formen una
progressié aritmetica, és a dir, que la diferencia ¢;41 —¢; (1 <@ <) no
depen de 1.
Posem per brevetat ¢ + 1 = ¢/. A més, sigui
Gim =08y 1¢. . .. qp...0 O=m<s—m)

. PP N
S N ——

T m s—r—m k—s

de manera que Ci0 = Ciy Cis—r = Cit1 i, per tant,

S—r
iyt — = > (Cim = Cim—1)-

m=1
D’acord amb (4) tenim
Cim = Cim—1 = Ay e e v P TBAL i Ul
r m s—r—m k—s T m—1 s—r—m+1 k—s

-
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Aixi doncs, la diferencia
Ciy1 — ¢ =dpy1 tdrp2+ ...+ ds,

és efectivament independent de 4, cosa que completa la demostracié de
la nostra afirmacié.

Ja veus ara com pot ser de complicada de vegades una construc-
ci6 completament elemental. I encara aquest no és un cas extrem: en el
capitol segiient trobaras una altra construccié tan elemental com aques-
ta que és considerablement més complicada. D’altra banda, no es pot
descartar que el teorema de Van der Waerden admeti una demostracié
encara més simple, i qualsevol investigacié en aquesta direccié ha de ser
benvinguda.






Capitol 2:
La hipotesi de Landau—Schnirelmann i el
teorema de Mann

§ 1

Probablement deus haver sentit parlar del teorema de Lagrange, que diu
que cada nombre natural és la suma de com a molt quatre quadrats. En
altres paraules, cada nombre natural és un quadrat d’un altre nombre
0 bé és la suma de dos d’aquests, o bé és la suma de tres o quatre d’a-
quests nombres quadrats. Per al proposit que segueixo ens convé enten-
dre de forma una mica diferent el contingut d’aquest teorema. Escrivim
la seqiiencia de tots els quadrats perfectes, comengant pel zero:

S =1{0,1,4,9,16,25,...}. (8)

Aquesta és una certa seqiiencia de nombres. Imagina quatre copies identi-
ques d’aquesta seqiiencia S: S1, Sa, S3, S4. Ara triem un nombre arbitrari
de cada copia, a? € S;, 1 <1 < 4, i sumem aquests quatre nombres. La
suma resultant
2, .2, 2, 2
n—a1+a2+a3+a4 (9)

pot ser

1. zero (si a; = ag = ag = ag = 0);

2. el quadrat d’un nombre natural (si en alguna representaci6 (9) del
nombre n tres d’aquests nombres sén zero i el quart és diferent de
7€ero);

3. la suma de dos quadrats de nombres naturals (si en alguna repre-
sentaci6 (9) del nombre n algun parell d’aquests nombres sén zero
i els altres dos sén diferents de zero);

4. la suma de tres quadrats de nombres naturals (si en alguna re-
presentacié6 (9) del nombre n algun d’aquests nombres és zero i els
altres tres sén diferents de zero);
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5. la suma de quatre quadrats de nombres naturals (si en alguna
representacié (9) del nombre n els quatre nombres sén diferents de
Z€ero);

Aixi el nombre resultant n és o bé zero o bé és un nombre natural que
es pot representar com a suma de com a molt quatre quadrats, i és clar
que en sentit contrari cada nombre natural es pot obtenir mitjancant el
procés que hem descrit.

Ara ordenem, per ordre de magnitud, tots els nombres naturals n que
es poden obtenir d’aquesta manera (i.e., com a suma de quatre nombres
triats respectivament de les seqiiéncies S, Sz, S3, S4), en la seqiiencia

0,n1,n9,n3, ... (10)

(on 0 < np < mng <nz < ... de manera que si alguns dels nombres que
apareixen en l'ordenaci6 son iguals, només un d’ells apareix en (10)). El
teorema de Lagrange simplement assegura que la seqiiencia (10) conté
tots els nombres naturals, és a dir, que n; = 1, no = 2, ng = 3, etc.

Ara generalitzarem el nostre procés. Siguin k seqiiencies d’enters
monotones creixents que comencen amb zero.

AWM O,agl),agl),...,ag),..., (11)
A®) 0, a§2)7 agg), - ,ag), ce (12)
..................... (13)

AR o, a(k), agk) B (14)
Triem de manera arbitraria un sol nombre de cada seqiieéncia A (1<
i < k) i sumem aquests k nombres. La totalitat dels nombres obtinguts
d’aquesta manera, ordenats segons les seves magnituds, porta a una nova
sequiencia del mateix tipus,

0,171,192, .., Ty -+ -, (15)
que anomenarem la suma de les seqiiencies donades AN, A@)_ .. AK).
k
A=AW 4 A® 4 4 AW =N " A0,
i=1

El contingut del teorema de Lagrange ens diu que la suma S+ 5+ 5+.5
conté la seqiiencia completa dels nombres naturals.
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Potser has sentit parlar del famés teorema de Fermat, que diu que
la suma S 4+ S conté tots els nombres primers tals que la seva resta
al dividir-los per quatre és 1 (és a dir, els nombres 5,13,17,29,...).
Potser també saps que el famds matematic sovietic Ivan Matveievitx
Vinogradov va provar el segiient notable teorema, en que molts dels més
grans matematics dels dos segles anteriors havien estat treballant sense
exit.

Si denotem per P la seqiiéncia

0,2,3,5,7,11,13,17,. .. (16)

de tots els nombres primers comencant per zero, aleshores la suma P +
P + P conté tots els nombres senars suficientment grans.

He citat aqui tots aquests exemples només amb un proposit molt mo-
dest: familiaritzar-te amb el concepte de suma de seqiiencies de nombres
i fer-te veure com alguns teoremes classics de teoria de nombres es poden
formular de forma simple i convenient amb ’ajut d’aquest concepte.

§2

Tal com indubtablement deus haver observat, en tots els exemples men-
cionats estavem interessats a mostrar que la suma d’un cert nombre de
seqiiencies representa una seqiiéncia que conté completament o bé quasi
completament una certa classe de nombres (per exemple, tots els nom-
bres naturals, tots els nombres senars suficientment grans, i altres de
semblants). En tots els altres problemes similars, el proposit de la inves-
tigacid és provar que la suma de les seqliencies de nombres representa un
conjunt de nombres que és d’alguna manera “dens”en la seqiiencia dels
nombres naturals. Sovint és el cas que aquest conjunt conté la seqiiéncia
completa dels nombres naturals (com varem veure en el primer exem-
ple). El teorema de Lagrange diu que la suma de les quatre seqiiencies
S conté la seqliencia completa dels nombres naturals. Ara és costum
anomenar la seqiiéncia A una base d’ordre k (de la seqiiéncia dels nom-
bres naturals) si la suma de k seqiiéncies identiques de A conté tots
els nombres naturals. El teorema de Lagrange aleshores estableix que la
seqiiencia S de quadrats perfectes és una base d’ordre quatre. Més tard
es va provar que la seqiiencia de cubs perfectes forma una base d’ordre
nou. Una petita reflexié mostra que cada base d’ordre k és també una
base d’ordre k + 1.
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En aquests i en molts altres exemples, la “densitat”de la suma que
es vol coneixer queda determinada per propietats particulars de les
seqiiencies que s’han sumat conjuntament, és a dir, per I’especial na-
turalesa aritmetica dels nombres que formen aquestes seqiiencies (sent
aquests nombres naturals o bé quadrats perfectes, o bé primers, o també
altres de naturalesa similar). Fa setze anys el distingit estudiant so-
vietic Lev Genrikhovitx Schnirelmann va proposar la qiiestié segiient:
fins a quin punt la densitat de la suma de diverses seqiiencies depen
només de la densitat dels sumands, independentment de la seva natura-
lesa aritmetica. Aquest problema va resultar ser no només profund i in-
teressant, sind també 1til per al tractament d’alguns problemes classics.
Durant els quinze anys que ens precedeixen ha rebut ’atencié de molts
estudiants d’elit, i ha donat lloc a una rica literatura.

Abans de poder establir problemes de forma precisa en aquest camp
i escriure la paraula “densitat”sense cometes, és evident que primer ens
hem de posar d’acord sobre quin nombre (o nombres) hem de fer servir
per mesurar la “densitat”de les nostres seqiiéncies (tal com en fisica les
paraules “calent” i “fred”no adquireixen un significat cientific precis fins
que no hem apres a mesurar la temperatura).

Una mesura molt convenient de la “densitat”d’una seqiiencia de
nombres, que ara es fa servir per a tots els problemes cientifics del tipus
que ens ocupa, va ser proposada per L. G. Schnirelmann. Sigui

0,a1,02,. .., Gm, - - (17)

una seqiiencia de nombres, on, com és habitual, tots els a,, sén nombres
naturals i a, < any1 (n = 1,2,...). Denotem per A(n) la quantitat de
nombres naturals en la seqiiencia A(n) que no excedeixen n (el zero no
esta comptat), de manera que 0 < A(n) < n. Aleshores es compleix la
desigualtat

A(n)

0<—=<1.
n

La fraccio @, que naturalment per a diferents valors de n pren dife-

rents valors, es pot interpretar, de manera obvia, com un tipus de densi-
tat mitjana de la seqiiencia (A) en el segment de 1 a n de la seqiiéncia de
nombres naturals. Seguint el suggeriment de Schnirelmann, la fita infe-
rior més gran de tots els possibles valors d’aquesta fraccié s’anomena la
densitat de la seqiiencia (A) (dins de la seqiiencia completa dels nombres
naturals). Denotarem aquesta densitat per d(A).
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Per familiaritzar-te amb les propietats elementals d’aquest concepte,
et recomano que et convencis a tu mateix de la validesa dels teoremes
segiients:

1. Sia; > 1 (és a dir, la seqliencia (A) no conté la unitat), aleshores
d(A) =0.

2. Siap, =14r(n—1) (és a dir, comengant amb ay, és una progressié
aritmetica amb terme inicial 1 i diferéncia r), aleshores d(A) = 1/r.

3. La densitat de qualsevol progressié geometrica és zero.

4. La densitat de la seqiiencia de quadrats perfectes és zero.

5. Per tal que la seqiiéncia (A) contingui la seqiiencia completa dels
nombres naturals (a, = n, N = 1,2,...), és necessari i suficient
que d(A) = 1.

6. Sid(A) =01 A conté el nimero 1, isie > 0 és arbitrari, aleshores
existeix un nombre suficientment gran m tal que A(m) < em.

Si has provat tot aixo0, estas suficientment familiaritzat amb el concep-
te de densitat per ser capag de fer-lo servir. Ara et vull familiaritzar
amb la demostracié del segiient notable, encara que ben simple, lema de
Schnirelmann:

d(A+ B) > d(A) + d(B) — d(A)d(B). (18)

El significat d’aquesta desigualtat és clar: la densitat de la suma de du-
es seqiiencies arbitraries de nombres no és menor que la suma de les
seves densitats disminuida pel producte d’aquestes densitats. Aquesta
“desigualtat de Schnirelmann”representa la primera eina, encara massa
crua, per estimar la densitat d’'una suma a partir de les densitats dels
sumands. Aqui tenim la seva demostracié. Denotem per A(n) la quanti-
tat de nombres naturals que apareixen a la seqiiencia A i no excedeixen
n, i per B(n) el nombre analeg per a la seqiiencia B. Per brevetat escri-
vim d(A) = o, d(B) = 5, A+ B = C, d(C) = ~. El segment (1,n) de
la seqiiencia de nombres naturals conté A(n) nombres de la seqiiencia
A, cada un dels quals apareix a la seqiiencia C. Siguin ag i agy1 dos
nombres consecutius d’aquest grup. Entre ells hi ha agy1 —ap — 1 =1
nombres que no pertanyen a A. Aquests nombres sén

ar+1la+2,...,a +1 =ap41 — 1.

Alguns d’ells apareixen a C'; per exemple, tots els nombres de la forma
ax +r, on r pertany a B (i ho escrivim de la forma segiient: r € B). De
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tota manera, hi ha tants nombres d’aquesta iltima classe com nombres
hi ha a B en el segment (1,1), aixd és, B(l) nombres. En conseqiiéncia,
cada segment de longitud [ inclos entre dos nombres consecutius de la
seqiiencia A conté com a minim B(l) nombres que pertanyen a C. Per
tant el nombre, C'(n), de nombres del segment (1,n) que apareixen a C
és com a minim

A(n) +2B(1)

on el sumatori s’estén a tots els segments que estan lliures de nombres
que apareixen a A. D’acord amb la definicié de densitat, B(l) > 5l, de
manera que

C(n) > A(n) + Xl = A(n) + B(n — A(n)),

ja que Xl és la suma de les longituds de tots els segments que estan
lliures d’elements que apareixen a A, el qual és simplement el nombre
n— A(n) de nombres del segment (1,n) que no sén a A. Pero A(n) > an,
i per tant

C(n) = A(n)(1 = B) + Bn = an(l = B) + Bn,
la qual cosa ens porta a
Cn)/n>a+p—ap.

Com que aquesta desigualtat es compleix per a qualsevol nombre natural
n, tenim
Q.E.D.

La desigualtat de Schnirelmann (18) es pot escriure de forma equi-
valent

1—d(A+ B) < (1—-d(A)(1—d(B)),

i d’aquesta manera es pot generalitzar facilment al cas d’un nombre
arbitrari de sumands:

k
1—d(Ar+ A+ ...+ A) < J](1 = d(4)).
=1

Es prova per simple induccié; no has de tenir cap problema per sortir-
te’n tu mateix. Si escrivim "iltima desigualtat de la forma

k
d(Ay+ Ay + ..o+ Ap) > 1= [](1 = d(A))), (19)
i=1
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aixo ens permet estimar una altra vegada la densitat d’una suma a
partir de la densitat dels sumands. L. G. Schnirelmann va obtenir una
serie de resultats destacables a partir d’aquesta elemental desigualtat, i
va obtenir sobretot aquest important teorema:

Cada seqiiencia amb densitat positiva és una base de la seqiiéncia de
nombres naturals.

En altres paraules, si @ = d(A) > 0, aleshores la suma d’un nom-
bre suficientment gran de seqiiencies A conté la seqiiéncia completa de
nombres naturals. La demostracié d’aquest teorema és tan simple que
m’agradaria explicar-te-la, encara que aixo ens distregui una mica del
nostre problema immediat.

Denotem, per abreujar, la suma de k seqiiéncies per Ay, cadascuna
de les quals coincideix amb A. Aleshores, gracies a la desigualtat (19),

d(Ap) > 1—(1-a)".
Com que «a > 0, tenim, per a una k suficientment gran,
d(Ag) > 1/2. (20)

Ara es pot veure facilment que la seqiiencia Ao, conté la seqiiencia
completa de nombres naturals. Aquesta és una simple conseqiiéncia de
la proposicié general seglient.

LEMA 1 Si A(n) 4+ B(n) >n —1, aleshoresn és a A+ B.

De fet, sin és a A o a B, queda tot provat. Podem suposar per tant que
n no és a A ni a B. Aleshores A(n) = A(n—1)iB(n)=B(n—1)ien
conseqiiencia
An—1)+B(n—-1)>n—1.
Ara, siguin a1, ag, ..., a,1b1, b, ..., bs els nombres del segment (1, n—
1) que s6n a A i a B respectivament, aixi 7 = A(n —1)is = B(n —1).
Aleshores tots els nombres

a1,0a2,...,0r,

n—>by,m—>by,...,n— by

pertanyen al segment (1,n —1). Hi har +s = A(n — 1) + B(n — 1)
d’aquests nombres, una quantitat més gran que n — 1. Per tant un dels
nombres de la fila superior és igual a un dels nombres de la fila inferior.
Sigui a; = n — by. Aleshores n = a; + by, és a dir, n ésa A+ B.
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Tornant ara al nostre objectiu, tenint en compte (20), per a un n

arbitrari: )
n  n-—

i per tant
Ak(n) + Ak(n) >n—1.

D’acord amb el lema que acabem de provar, deduim que n és a
A + A = Agi. Perd n és un nombre natural arbitrari, i per tant el
nostre teorema queda provat.

Aquest simple teorema porta a una série d’aplicacions importants
que apareixen en els articles de L. G. Schnirelmann. Per exemple, ell
va ser el primer a provar que la seqiiencia P, formada per la unitat
i tots els nombres primers, és una base de la seqiiencia de nombres
naturals. La seqiiencia P, certament, té densitat zero, tal com Euler ja
havia provat, de manera que el teorema que acabem de provar no es
pot aplicar directament. Pero Schnirelmann va ser capa¢ de provar que
P + P tenia densitat positiva. Amb la qual cosa P + P forma una base, i
per tant P també. A partir d’aqui és facil inferir que un nombre natural
arbitrari, amb ’excepci6 de 1'u, pot, per a una k suficientment gran, ser
representat com la suma d’almenys k primers. En aquell temps (1930)
aquest resultat va ser fonamental i va provocar el maxim interes en el
mon cientific. En aquests moments, gracies al treball remarcable de 1. M.
Vinogradov, sabem considerablement més en aquesta direccid, tal com
ja t’he mencionat al comencament d’aquest capitol.

§3

En el que precedeix, el meu proposit era el d’introduir-te pel cami més
curt possible al problema d’aquesta singular i fascinant branca de la
teoria de nombres, ’estudi de la qual va comencar amb el destacat treball
de L. G. Schnirelmann. El proposit immediat d’aquest capitol és un
problema en aquest camp, i ara procedeixo a formular-lo.

Durant la tardor de 1931, després de tornar d’un viatge, L. G. Schni-
relmann ens va comunicar les seves converses amb Landau a Gottingen,
i entre altres coses va dir que durant aquelles converses varen descobrir
I'interessant fet que segueix: en tots els exemples concrets que varen ser
capacos d’observar, era possible reemplacar la desigualtat

d(A+ B) > d(A) +d(B) — d(A)d(B),
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que varem obtenir a § 2, per la desigualtat més precisa i més curta
d(A+ B) > d(A) + d(B). (21)

Aixo és, la densitat de la suma sempre resulta ser com a minim tan
gran com la suma de les densitats dels sumands (amb la suposicid, per
descomptat, que d(A) + d(B) < 1). Ells naturalment varen suposar que
la desigualtat (21) era 'expressié d’una llei universal, pero els primers
intents per provar aquesta conjectura varen ser desafortunats. Tot d’una
va ser evident que si la seva conjectura era correcta, el cami cap a la
seva demostracié seria bastant dificil. Arribats a aquest punt, volem fer
notar que si la hipotetica desigualtat (21) representa una llei universal,
aleshores aquesta llei es pot generalitzar, de manera immediata, per in-
duccié al cas d’un nombre arbitrari de sumands; és a dir, sota la hipotesi
que

tenim
k
() Ai)

=1

Vv

k
S d(4)). (22)
=1

Aquest problema no podia siné atraure ’atencié dels investigadors, a
causa de la simplicitat i elegancia de I’hipotetica llei (21) d’una banda, i
de I'altra degut a I’enorme contrast entre el caracter elemental del pro-
blema i la dificultat de la seva solucié que ja va fer-se evident després
dels primers atacs. Jo mateix estava fascinat pel problema en aquell
temps, i vaig deixar totes les meves altres investigacions per dedicar-
m’hi. A comencaments del 1932, després d’uns quants mesos de feina
dura, vaig aconseguir demostrar la desigualtat (21) per al cas més im-
portant, d(A) = d(B) (aquest cas ha de ser considerat com el més im-
portant ja que en la majoria dels problemes concrets tots els sumands
sén iguals). Al mateix temps vaig provar la desigualtat general (22) amb
la condicié que d(A;) = d(A2) = ... = d(Ag) (és facil veure que aquest
resultat no es pot deduir a partir de I'anterior per simple induccié, siné
que demana una demostracié especifica). El metode que vaig fer ser-
vir era completament elemental, perd molt complicat. Després vaig ser
capa¢ de simplificar una mica la demostracié.

Sigui com sigui, no era més que un cas especial. Durant molt temps
em semblava que alguna millora subtil del meu metode podia conduir
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a una solucié completa del problema, pero tots els meus esforcos en
aquesta direccio varen resultar ser infructifers.

Al mateix temps, la publicacié del meu treball va atraure I'aten-
ci6 d’un ampli cercle d’estudiosos d’arreu del moén cap a la hipotesi de
Landau-Schnirelmann. Es varen obtenir molts resultats insignificants, i
va apareixer un munt de literatura respecte a aixo. Alguns autors varen
portar el problema del domini dels nombres naturals a altres camps. Dit
d’una altra manera, el problema esdevingué un problema de “moda”.
Diverses societats illustrades oferien premis per a la seva solucié. Els
meus amics matematics d’Anglaterra em varen escriure 'any 1935 que
una bona part dels matematics anglesos havien posposat la seva feina
habitual per intentar resoldre el problema. Landau, en el seu tractat
dedicat als ultims avencos en teoria additiva de nombres, va escriure
que “li agradaria atraure I'atencié del lector cap a aquest problema”. El
problema, pero, era obstinat, i va malmetre durant una serie d’anys els
esforgos dels estudiants més capacitats. No va ser fins a 'any 1942 que
Mann, el jove matematic america, va trobar finalment una demostracié
completa de la desigualtat (21) (i per tant també de la desigualtat (22)).
El seu metode és completament elemental i esta relacionat amb el meu
treball sobre aixo, encara que es basa en una idea completament dife-
rent. La demostracié és llarga i molt complicada, i no em sento capag
de presentar-te-la aqui. Un any després, el 1943, Artin i Scherk varen
publicar una nova demostracié del mateix teorema, basada en una idea
diferent. Es considerablement més curta i més transparent, tot i que
encara bastant elemental. Aquesta és la demostracié que m’agradaria
presentar-te; he escrit aquest capitol per explicar-te-la, i forma el con-
tingut de totes les seccions que segueixen.

§ 4

Suposa que A i B sén dues seqiiencies. Diem A + B = C. Escrivim
A(n), d(A), etc., amb el seu significat habitual. Recordem que comencem
totes les nostres seqiiéncies amb zero, pero que només considerem els
nombres naturals que apareixen en aquestes sequencies quan calculem
A(n), B(n), C(n). Hem de provar que

d(C) > d(A) + d(B) (23)

sempre que d(A)+ d(B) < 1. Per abreujar diem d(A) = o, d(B) = S en
el que segueix.
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LEMA 2 (FONAMENTAL) Sin és un nombre natural arbitrari, existeix
un enter m (1 < m <mn) tal que

C(n) —C(n—m) > (a+ B)m.

En altres paraules, existeix un “tros”(n —m + 1,n) del segment (1,n)
en el qual la densitat mitjana de la seqiiencia C' és com a minim « + (.

Ara ens encarem amb dos problemes: primer, provar el lema fona-
mental, i segon, veure que la desigualtat (23) s’obté a partir del lema
fonamental. El segon d’aquests problemes és incomparablement més facil
que el primer, i comencarem per tant amb el segon problema.

Suposa que el lema fonamental ja esta provat. Aixo significa que en
un cert “tros”(n —m + 1,n) del segment (1,n) la densitat mitjana de
la seqiiencia C' és com a minim « + 3. Pel lema fonamental, el segment
(1,n —m) té també un cert “tros”(n —m —m’ +1,n —m) en el qual la
densitat mitjana de C' és com a minim « + 3. Es clar que si continuem
aquest procés, el segment (1,7n) queda dividit en un nombre finit de
subsegments, i en cadascun d’ells la densitat mitjana de C' és com a
minim « + B. Per tant la densitat mitjana de C és també a + 3 en tot
el segment (1,n). Com que n era arbitrari, tenim

d(C) > a+ . Q. E. D.

Aixfi el problema es redueix a provar el lema fonamental. Ara tornem
a aquesta demostracid, que és llarga i complicada.

§5
SEQUENCIES NORMALS

En tot el que segueix hem de considerar el nombre n com a fix i totes
les seqiiencies que investiguem estaran formades pel zero i certs nombres
del segment (1,7n). Decidim anomenar una tal seqiiencia N normal, si té
la propietat segiient: si els nombres arbitraris f i f’ del segment (1,n)
no apareixen a N, el nombre f + f' —n tampoc no apareix a N (on el
cas f = f’ no esta exclos).

Si el nombre n pertany a la seqiiencia C, aleshores

Cn)—C(n—1)=12>(a+ p)1,
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i per tant el lema fonamental és trivialment correcte (m = 1). Com
a conseqiiéncia, en el que segueix, assumirem —et prego que ho tinguis
present— que n no pertany a C.

Per comencar, el lema fonamental és facil de demostrar en el cas
en que la seqiiencia C' és normal. De fet, denotem per m el nombre
positiu més petit que no apareix a C' (m < n ja que n, per hipotesi, no
pertany a C'). Sigui s un nombre enter arbitrari, compreés entre n — m i
n;n—m < s <n. Aleshores, 0 < s+ m —n < m. Afirmo que s € C. Si
no és el cas, el nombre s+ m —n, a causa de la normalitat de C', no pot
apareixer a C. Pero acabem de veure que aquest nombre és més petit
que m, mentre que m, per definicid, és l’enter positiu més petit que no
apareix a C.

Per tant tots els nombres s del segment n — m < s < n apareixen a
C, i aixi

C(n)—C(n—m)=m—1.

D’altra banda, pel lema 1, com que m no és de C = A + B tenim
A(m) + B(m) < m — 1. Conseglientment

C(n)—C(n—m) > A(m)+ B(m) > (a+ B)m, (24)

que novament prova la validesa del lema fonamental.

§6

EXTENSIONS CANONIQUES

Ara centrem la nostra atencié al cas en que la seqiiencia C = A + B
no és normal. En aquest cas afegirem al conjunt B nombres que no
conté, d’acord amb un esquema molt precis, i aixi passarem de B a
una seva extensié Bp. Aleshores, evidentment, el conjunt C7 = A 4+ By
sera una extensio del conjunt C'. Tal com he dit abans, aquesta extensié
dels conjunts B i C (el conjunt A es manté inalterat) es definira de
forma precisa; aix0 és possible si i només si el conjunt C no és normal.
Anomenarem aquesta extensié una extensid canonica dels conjunts B i
C'. Deduirem algunes propietats importants de les extensions canoniques,
amb l'ajuda de les quals la demostracié del lema fonamental quedara
completada.
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Ara procedeixo a la definicié de les extensions canoniques dels con-
junts B i C. Si C no és normal, existeixen dos nombres ¢ i ¢ en el
segment (0,n), tals que

cgC, /¢C, c+d —neC.
Com que C = A+ B, tenim
ctcd—n=a+b, (a€A beB). (25)

Sigui By el nombre més petit del conjunt B que pot exercir el paper del
nombre b en l'equacié (25). En altres paraules, [y és I'enter més petit
b € B que satisfa ’equacié (25) per a nombres adequadament triats,
c¢ C,d ¢ C,ac A, en el segment (0,n). Aquest nombre 3y sera la
base de les nostres extensions.
Aixi I'equacio
c+cd —n=a+ B (26)

ha de tenir solucions per als nombres ¢, ¢/, a que satisfan les condicions
/
cdC, ¢ ¢C, acA,

on els tres nombres pertanyen al segment (0,n).

Considerem tots els nombres ¢ i ¢ que satisfan ’equacié (26) i com-
pleixen les condicions previes, per formar un conjunt C*. Evidentment
els conjunts C' i C* no tenen cap element en comi. Anomenem la seva
unié (és a dir, tots els nombres de C' o de C*)

cucr=0

l’extensic canonica del conjunt C.

Examinem ara ’expressié Syp+n—c. Si admetem que c recorre tots els
valors dels nombres del conjunt C* que acabem de construir, els valors
d’aquesta expressié formen un cert conjunt B*. D’acord amb 'equacié
(26), cadascun d’aquests nombres Sy +n — ¢ (¢ € C*) es pot escriure de
la forma ¢ —a on ¢ € C*, a € A.

Sigui b* un nombre arbitrari que pertany a B*. Com que és de la
forma By +n — ¢, és > By > 0; i com que també és de la forma ¢ — «
(€ C% a e A), és < < n. Aixi tots els nombres del conjunt B*
pertanyen al segment (0,7n). A més, si b* € B*, aleshores b* ¢ B, si no
deduiriem a partir de b* = ¢ —a que ¢ =a+b* € A+ B = C, la qual
cosa és falsa.



32 A. I. Khintxin

Aixi, el conjunt B* es troba dins del segment (0,7) i no té elements
en comu amb el conjunt B. Posem

BUB* =B,

i anomenem el conjunt B una extensi6é canonica del conjunt B.
Provem que
A+ Bl = Cl.

Per comencar, sigui a € A, by € B;. Provarem que a + b; € C. Sabent
que b; € By deduim que o bé by € B o bé by € B*. Si by € B, aleshores
a+by € A+ B =C C (4. Sib; € B*, en canvi, aleshores o bé a+b; € C,
i per tant també pertany a C1, o bé a + by ¢ C. En aquest cas, perd
(com que by, com a element de B*, és de la forma Sy +n — ¢, ¢ ¢ C),
obtenim

c=a+b=a+By+n—-c ¢C.

Per tant
c+d—n=a+py€eA+B=C,

onc¢ Cicd ¢C. Pero, d’acord amb la definicié del conjunt C*,
c=a+b €C*CC. Q. E. D.

Aixi hem provat que A + By C C4.

Per provar la relacié inversa, suposem que ¢ € C1, la qual cosa sig-
nifica que o bé ¢ € C o bé ¢ € C*. Si ¢ € C, aleshores ¢ = a + b,
a€ A, be B C Bj.Sice C*, aleshores, per a un cert a € A, el nombre
b* = c—a, com ja sabem, és de B*. Tenim ¢ = a+b* € A+ B* C A+ B;.
Aixi C; € A+ B;. També hem provat més amunt que A + B; C Cj.
Conseglientment Cy = A 4+ B;.

Ara recordem que, d’acord amb la nostra hipotesi, n ¢ C. Es facil
veure —i aix0 és important— que el nombre n no apareix a ’extensié de
C1. Pensem que si n € C*, aleshores és possible, per la definicié de C*,
posar ¢ = n en I'equacié (26), la qual ens diu que ¢ = a+5y € A+B = C,
mentre que ¢ ¢ C d’acord amb (26).

Si la seqiiencia estesa C7 encara no és normal, aleshores, com que
A+ By =C1in ¢ Ch, els conjunts A, By i Cy formen un triplet amb
totes les propietats del triplet A, B, C' que s6n necessaries per a una nova
extensio canonica. Prenem una nova base 1 d’aquesta extensié, definim
els conjunts complementaris BY, C7 igual que abans, i escrivim

BlUBik:BQ, ClUCTZCQ.
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Un cop més estem en condicions d’afirmar que A+ By = Cyin ¢ Cs. Es
evident que aquest procés es pot continuar fins que una de les extensions
C}, arribi a ser normal. Clarament aquest cas ha d’arribar, ja que en cada
extensié afegim nous nombres als conjunts B, i C,, sense sobrepassar els
extrems del segment (0, 7).

D’aquesta manera obtenim les sequiencies finites de conjunts

B=ByCB;C...C By,

C=CycCyLC...CCy,

on cada By, 41 (respectivament C),41) conté nombres que no apareixen a
. LN z . * *
B, (Cy) i aixo ens déna el conjunt Bj; (C};), demanera que

BM+1:BMUB;, CM+1:CMUCZ (Og,ugh—l)

Denotem per 3, la base de l'extensié que porta (B, C,) dins de
(Bu+]_, Oﬂ+1)' Tenim

A+B,=C,, n¢C, (0<pu<h).

Finalment, el conjunt C} és normal, mentre que els conjunts C, (0 <
i < h—1) no ho sén.

§7
PROPIETATS DE LES EXTENSIONS CANONIQUES

Ara hem de formular i provar en forma de tres lemes aquelles propietats
de les extensions canoniques que necessitarem més endavant. Només el
lema 5 tindra aplicacions posteriors; els lemes 3 i 4 només es necessiten
per provar el lema 5.

LEMA 3 B, > Bu—1 (1 < pu < h—1); és a dir, les bases de les extensions
canoniques successives formen una seqiencia monotona creixent.

De fet, com que 3, € B, = Bu—IUBZ—h obé B, € B,Z—l obé B, € By_1.

Si B, € Bj,_,, aleshores 3, ¢s de la forma

Buzﬁyfl“‘n_ca
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once C),_4 CCy,ipertant ¢ <n,iaixi §, > B,-1, 1 el lema 3 queda
provat. Si 3, € B,_1, aleshores per definicié del nombre §,, existeixen
enters a € A, c ¢ C,, ¢ ¢ C,, tals que

c+d —n=a+p,€C,.
Pero per a 8, € B,_1, tenim

c+d—-n=a+pB,€A+B,1=Cy1, (27)

onc¢ Cy_1, d ¢ Cu_1. Aixi, gracies a la propietat de minimalitat de
Bu—1, Bu > Bu—1. Si By = Bu—1, deduim a partir de (27) i la definici6 del
conjunt C},_; que

ceCh1CCy el CC

Totes dues, pero, sén falses, i per tant, 3, > 5,-1.
En el que segueix denotarem per m ’enter positiu més petit que no
apareix a C},.

LEMA 4 Sic € C) (0 < p < h—1)in—m < c < n, aleshores
c¢>n—m+pB,. Aixo és, tots els nombres c del conjunt C}; que es troben
en linterval n —m < ¢ < n es troben sobre la part d’aquest segment que
es caracteritza per les desigualtats n —m + 3, < c <n.

Hem de veure que
c+m—mn> B,

A partir de n — m < ¢ < n deduim que
O<m+c—n<m.
Aixi, per definicié del nombre m,
m+c—n € Ch.

Ara
Ch:CHUC’ZUC’;HU...UC}*LA.

Considerem dos casos,
1. Sim+c—n € C,, aleshores

m+c—n=a+b,, acA b,€DB,
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Pero m ¢ Cy, i c ¢ Cy (la darrera ja que ¢ € C7)). Fent servir la
propietat de minimalitat de 3, tenim b, > 3,. Si b, = B,,, gracies
a la definicié del conjunt C}; tenim que m € C, la qual cosa és
falsa ja que C), C C); C Cp i m ¢ Cj. Com a conseqiiencia
by, > By, i per tant

m+c—n=a+b, >b, > B,

aixi el lema 4 queda provat.

2. Sid=m+c—neC; (p<v<h—1), aleshores, per la definicié
del conjunt C}, ¢ satisfa una equaci6 de la forma (26),

/ /!
c—a=06,+n—-c",

onac A, d eC;. Amb la qual cosa tenim ¢ > ¢ —a > 8, > B,
(on la darrera desigualtat ve donada pel lema 3), i el lema 4 queda
també provat.

LEMA 5 Tenim
Cuy(n)—=Chn—m)=B,(m-1) (0<pu<h-1).

Aizo és, el nombre d’enters ¢ € C, que es troben en el segment n —m <
¢ < n és exactament el mateix que el nombre d’enters b € By, en el
segment 0 < b < m (de la mateiza longitud).

Examinem la relacié
b=p,+n—c. (28)

Per la mateixa definici6 dels conjunts B}, 1 C};, ¢ € C}, implica b € By,
i inversament. Si, a més, n —m + 3, < ¢ < n, aleshores 3, < b < m, i
en sentit contrari. Per tant

Ch(n) = Ch(n —m+B,) = B,(m —1) — B (B.).

Pel lema 4, Cj(n —m + B,) = Cj(n —m). D’altra banda, cada b €
Bj, es pot expressar en la forma (28), on ¢ < n; aixi b excedeix B, 1
consegiientment B} (8);,) = 0. Per tant

Cu(n) — CL(n—m) = B,(m —1). Q. E. D.



36 A. I. Khintxin

§ 8
DEMOSTRACIO DEL LEMA FONAMENTAL

Es molt facil ara provar el lema fonamental a partir dels resultats de §
5 i fent servir el lema 5 que acabem de provar.

Si apliquem el resultat de § 5 en la forma de la desigualtat (24) a les
seqiiencies A, By i Cp, (cosa que podem fer gracies a la normalitat de
Ch), trobem que

Cr(n) — Cp(n —m) > A(m) + Bp(m), (29)

on m és 'enter positiu més petit que no és a C}. Obviament m ¢ Ai
m ¢ By, per tant podem escriure A(m — 1) i By(m —1) en lloc de A(m)
i Bp(m), respectivament.

Tenim

Ch=CuUuC*UCiuU...UCy_y,
B,=BUB*UB]U...UB;_4,

on els conjunts que apareixen a cadascuna d’aquestes unions sén disjunts
dos a dos, aixi

Ch(n) — Ch(n —m) = C(n) — )+ Z (C(n) — Ci(n —m)),

h—1
By(m) = By(m —1) = B(m —1) + Y _ Bi(m —
=0

per descomptat, hem posat Cj = C*, B§ = B*. D’acord amb (29) tenim

h—1

C(n) = C(n—m) + Y (Ci(n) — Ci(n—m))

pn=0

h—1
> A(m)+B(m—1)+ > _ Bj(m—
n=0
Pel lema 5, pero,

Ch(n) — Ch(n—m) = Bj(m —1) 0<u<h-1),
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aixi la desigualtat anterior esdevé
C(n)—C(n—m) > A(m)+ B(m —1) = A(m) + B(m) > (a + B)m,

la qual cosa prova el lema fonamental.

Tal com varem veure a § 4, aixo completa la demostracié del teorema
de Mann que resol el problema metric fonamental de la teoria additiva
de nombres.

No trobes que la construccié d’Artin i Scherk té el segell d’una obra
mestra? Trobo aquest metode, amb la seva estranya combinacié d’estruc-
tura refinada i extraordinaria forma elemental, especialment atractiu.






Capitol 3:
Una solucid elemental del Problema de
Waring

§ 1

Deus recordar el teorema de Lagrange, que varem discutir al comengament
del capitol anterior. Aquest deia que cada nombre natural es pot expres-
sar com una suma de com a molt quatre quadrats. També et vaig mostrar
com aquest teorema es pot expressar en termes completament diferents:
Si quatre seqiiencies, cadascuna idéntica a

(Ag): 0,12,22 ... k2, ..., (30)

se sumen conjuntament, la seqiiencia resultant conté tots els nombres
naturals. O fins i tot de forma més breu, la seqiiencia (Az) és una ba-
se (de la seqiiencia dels nombres naturals) d’ordre quatre. També vaig
mencionar-te que més tard s’havia provat que la seqiiencia de cubs

(A3): 0,13,23 . k3., (31)

és una base d’ordre nou. Tots aquests fets porten de manera natural a la
hipotesi que diu que per a un nombre natural arbitrari n, la seqiiencia

(Ap): 0,17,27 . k" ..., (32)

és una base (l'ordre de la qual obviament depén de n). Aquesta con-
jectura de fet va ser proposada per Waring ja al segle XV III. De tota
manera, es va veure que el problema era molt dificil, i no va ser fins a
comencaments d’aquest segle que la validesa de la hipotesi de Waring
va ser provada, per Hilbert (1909). La demostracié del Hilbert no només
és feixuga en el seu aspecte formal i es basa en teories analitiques com-
plicades (integrals multiples), siné que també esta mancada de trans-
parencia conceptual. L’eminent matematic frances Poincaré va escriure
en el seu assaig sobre el treball cientific creatiu de Hilbert, que tan
bon punt les motivacions basiques que son darrere d’aquesta demostra-
ci6 s’entenguessin, probablement sortirien resultats aritmetics de gran
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importancia, com d’un calidoscopi. En un cert sentit tenia raé. Deu o
quinze anys més tard, varen apareixer noves demostracions del teorema
de Hilbert obtingudes per Hardy i Littlewood a Anglaterra i per I. M.
Vinogradov a la Unié Sovietica. Aquestes demostracions eren una altra
vegada analitiques i formalment feixugues, pero diferien favorablement
de la demostracié de Hilbert per la seva transparencia en el metode i
en la seva simplicitat conceptual, que no deixaven res a desitjar. De
fet, a causa d’aix0, els dos metodes esdevingueren fonts potents de nous
teoremes aritmetics.

Quan la nostra ciéncia, pero, tracta amb un problema tan comple-
tament elemental com el problema de Waring, invariablement pretén
trobar una solucié que no requereixi conceptes o metodes que transcen-
deixin els limits de 'aritmetica elemental. La recerca d’'una demostracié
elemental de la hipotesi de Waring és el tercer problema que m’agradaria
comentar-te. Aquesta demostracié elemental del teorema de Hilbert va
ser obtinguda per primera vegada ’any 1942, pel jove estudiant sovietic
I. V. Linnik.

Ja estas acostumat al fet que “elemental”’no vol dir “simple”. La so-
lucié elemental del problema de Waring que va descobrir Linnik tampoc
no és, tal com veuras, gaire simple, i requerira per part teva un consi-
derable esfor¢ per entendre-la i digerir-la. M’haig d’esforgar per fer que
aquesta tasca, de seguir la meva exposicié, et sigui tan facil com sigui
possible. Perd has de recordar que en matematiques (com probablement
en qualsevol altra ciéncia) 1’assimilacié de qualsevol cosa realment valu-
osa 1 significativa és una tasca dura.

Les idees de Schnirelmann que et vaig descriure al comengament del
segon capitol tenen un paper essencial en la demostracié de Linnik. Pot-
ser recordes (ho vaig mencionar aleshores) com Schnirelmann va provar
el seu famés teorema que la seqiiencia P que inclou zero, u i tots els
nombres primers és una base de la seqiiencia dels nombres naturals.
Ell va provar que la seqiiencia P + P té densitat positiva. Aixo prova
immediatament ’afirmacié, ja que, d’acord amb el teorema general de
Schnirelmann que vam provar, cada seqiiéncia amb densitat positiva és
una base de la seqiiencia dels nombres naturals. El mateix metode també
és a la base de la demostracié del teorema de Hilbert descoberta per Lin-
nik. Aixi, tot es redueix a provar que la suma d’un nombre suficientment
gran de seqiiencies (A4,,) és una seqiiencia amb densitat positiva. Tot d’u-
na que aixo se satisfa, podem, en virtut del mateix teorema general de
Schnirelmann, veure provat el teorema de Hilbert.
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§2
EL LEMA FONAMENTAL

Si sumem k seqiiéncies, identiques a A,,, d’acord amb la regla del capitol
2, evidentment obtenim la seqiiencia A%k) que conté el zero i tots aquells
nombres naturals que es poden expressar com a suma de com a molt k
sumands de la forma z™, on x és un nombre natural arbitrari. En altres

paraules, el nombre m pertany a la seqiiencia A% ), si I'equacio

P4+ .tz =m (33)

té soluci6 en els enters no negatius z; (1 <i < k). Tal com varem veure
a § 1, el problema és provar que, per a valors suficientment grans de k,
la seqiiencia A%k) té densitat positiva.

Per a valors fixats de k i m, 'equaci6 (33) es pot resoldre en general
de diverses maneres diferents. En el que segueix denotarem per 75 (m) el
nombre d’aquestes maneres, és a dir, el nombre de sistemes d’enters no
negatius x1,xa, . .., Tk que satisfan 'equacié (33). Es clar que el nombre
m és de Aﬁ si i només si ri(m) > 0. En el que segueix, suposarem que
el nombre n ve donat i és fix, i per tant direm als nombres que només
depenen de n, constants. Aquestes constants es denotaran per la lletra
¢ o ¢(n), on aquesta constant ¢ pot tenir diferents valors en diferents
parts de la nostra discussid, tenint només en compte que aquests valors
son constants. Potser no estas acostumat a aquest tipus de llibertat
notacional, pero rapidament et resultara familiar. Ha demostrat ser molt
convenient, i apareix més i més freqiientment en la investigacié moderna.

LEMA FONAMENTAL. Ezisteiz un nombre natural k = k(n), que depén
només de n, i una constant c, tal que, per a un nombre natural arbitrari
N,

ri(m) < eN®/M™=1 (1 <m < N). (34)

Un cop més, com en el capitol precedent, estem encarats amb dos
problemes: primer, provar el lema fonamental, i segon, obtenir a partir
d’aquest lema la conclusié que necessitem, és a dir, que la seqiiéncia
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A,(lk) té densitat positiva. Novament el segon problema és considerable-
ment més facil que el primer, i per tant hem de comencar amb el segon
problema.
De la definici6é del nombre ri(m), immediatament es dedueix que la
suma
ri(0) + re(1) + ... + (V) = Ri(N)

representa el nombre de sistemes (x1, x9, ..., x) de k enters no negatius
per als quals

P+ x5 +...+xp < N. (35)

Cada grup de nombres per als quals
0<z < (N/E)Y" (1<i<k)

obviament satisfa aquesta condicié. Per satisfer aquestes desigualtats,
evidentment cada z; pot ser triat en més de (N/k)'/" maneres (z; =
0,1,..., [(N/E)Y"]).! Després d’'una d’aquestes tries arbitraries, els nom-
bres x1, s, -+, es poden combinar, i d’aquesta manera tenim més de
(N/k)Y/™ possibilitats diferents per triar el sistema complet d’enters x;
(1 <i < k), de manera que se satisfa la condicié (35). Aixo mostra que

Rp(N) > (N/k)'/™. (36)

Suposem que el lema fonamental ha estat provat, i que la desigualtat
(34) se satisfa per a un N qualsevol. Ara hem de verificar que la desi-
gualtat (34) és consistent amb la desigualtat (36) que hem demostrat,

només si la seqiiencia A%k) té una densitat positiva. La idea que hi ha
darrere de la deduccié seglient és molt simple: en la suma Ry (V), els
sumands r(m) només son diferents de zero si m apareix a Aﬁf’. Si A%k)
té densitat zero, aleshores per a valors de N grans el nombre d’aquests
sumands hauria de ser relativament petit; gracies a (34), de tota manera,
cada sumand no pot ser gaire gran. Per tant la seva suma Ry (N) sera
relativament petita, mentre que d’acord amb (36) ha de ser més aviat
gran.

Falta fer els calculs. Suposem que d(Ang)) = 0. Aleshores, per a un
€ > 0 arbitrariament petit i un NN triat adequadament,

APR(N) < eN.

1 Aqui |a| denota 'enter més gran menor que a.
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Aqui podem suposar que el nombre N és arbitrariament gran, ja que
AP (per a una k arbitraria) conté l'enter 1 (recorda el problema 6 del
capitol 2, que vares resoldre). Aplicant I’estimacié (34) obtenim

N N
Ry(N) = 3 rp(m) =rm(0)+ > ri(m)

m=0 m=1
< 14 eNEMTAR(NY <1 4 ceNFE/M)

i aixi, per a IN suficientment gran,
Rip(N) < 2ceN®/™).

Per a € prou petit,
2ce < (1/k)F/™,

de manera que

Ry.(N) < (N/k)*/n,

que contradiu (36). Aix{ tenim

I, com ja sabem, aix0 prova el teorema de Hilbert.

Veus de quina manera més simple ha sortit. Encara hem de provar,
pero, el lema fonamental, i per fer aixo hem de viatjar per una carretera
llarga i dificil, com en el capitol precedent.

§ 3
LEMES SOBRE EQUACIONS LINEALS

Ara hem de tornar ben enrere. Per tant estara bé que de moment obli-
dis completament el problema que tenim plantejat. Et tornaré a cridar
I’atencié sobre aquest problema quan hi tornem més tard.

Ara hem de trobar algunes estimacions per al nombre de solucions
d’un sistema lineal d’equacions. A més, els lemes d’aquest paragraf tenen
un interes intrinsec, independentment de la solucié del problema per al
qual es necessitaran.
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LEMA 6 En lequacio
ai1z1 + aszo = m, (37)

siguin ai,az, m enters amb |az| < |ai| < A, i siguin ay i ag relativament
primers. Aleshores el nombre de solucions de l'equacid (37) que satisfan
les desigualtats |z1] < A, |z2| < A no és més gran que 3A/|a1].

DEMOSTRACIO . Podem suposar que a; > 0, ja que altrament només
hem de substituir z; per —z; a cada solucio.

Siguin {z1, 20} 1 {#], 24} dues solucions diferents de lequaci6 (37).
Aleshores restant les igualtats segiients

a121 + agz2 = m,

/ /
ai1zy + azzg = m,

obtenim
as(zh — 29) = a1 (21 — 27).

De manera que la part esquerra d’aquesta equacio ha de ser divisible per
ay. Pero? (a1,a2) = 1, 1 en conseqiiencia z, — z2 ha de ser divisible per
aj. Ara bé 2}, # zo, 1 per tant |z — 29|, és multiple d’a;, no és més petit
que aj. Aixi, per a dues solucions diferents de 'equacié (37), {z1, 22} i
{z], 74}, hem de tenir |2 — 23| > ay.

A cada soluci6 {z1, 22} de 'equaci6 (37), acordem que z1 és el primer
membre i 29 el segon. Es obvi que el nombre de solucions de ’equacié
(37) que satisfan les condicions |z1| < A, |z2] < A no és més gran que
el nombre ¢t de segons membres que s’on a U'interval (—A, A). Com que
hem provat que dos d’aquests segons membres estan separats almenys
per una distancia ap, la diferéencia entre el segon membre més gran i el
més petit dins de l'interval (—A, A) és com a minim a;(¢ — 1). D’altra
banda, aquesta diferéncia no és més gran que 24, per tant

(Il(t - 1) < 2A7
(t—1) < 24/ay,
t< (24/a1) + 1 < 34/

(ja que que suposem que a; < A i per tant 1 < A/a;). Aixd prova el
lema 6. O

2 (a1, a2) denota el maxim comu divisor entre els enters a1, as.
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LEMA 7 En lequacio

a1z1 +aszo + ...+ aizp =m, (38)

siguin els a; i m enters que satisfan les condicions®

la;] <A (1<i<l), (ay,a2,...,a07) = 1.

Aleshores el nombre de solucions de l'equacid (38) que satisfan les des-
igualtats |z;| < A (1 <i <) no supera

(A" H,

on H és el nombre més gran entre |a1|, |ag|,...,|a|, i ¢(l) és una cons-
tant que depén només de l.

DEMOSTRACIO . Si | = 2, aleshores el lema 7 esdevé el lema 6 (amb
c(2) = 3).

Aixi el lema 7 esta provat per a [ = 2. Per tant suposem que [ > 3
i que la veracitat del lema 7 ja ha quedat establerta per al cas de [ — 1
variables. Com que la numeracié no és important, podem suposar que
la;| és el més gran dels nombres |a1|, |az|,...,|a, és a dir, H = |a].

Hi ha dos casos per considerar.

1. a1:a2:...:al_1:0.

Com que (ai,asg,...,a;) = 1, tenim || = 1, per tant 1’equacié
donada és de la forma £z = m. En aquesta equacié cadascun
dels z1,29,...,2;_1 clarament pot assumir qualsevol valor enter
arbitrari en l'interval (—A, A), i aixi com a molt 24 + 1 < 34
valors. Pel que fa a z;, perd, només pot prendre com a molt un
valor. Conseglientment el nombre de solucions de ’equacié donada
que satisfan les desigualtats |z;| < A (1 <i <) no excedeix

(341 = ()AL = ()AL /H,

cosa que prova el lema 7 en aquest cas.

2. Si almenys un dels nombres a1, as,...,a;_1 és diferent de zero,
aleshores
(ar,az,...,aq1-1) =0
3 (a1,a2,...,a;) denota el maxim comu divisor entre els enters que estan entre

parentesis.
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existeix. Denotem per H' el més gran d’entre els nombres
la;|/6 (1 <i<l-1).

Suposem ara que els nombres z1, 29, . . ., 2; satisfan 'equacié dona-
da (38) i les desigualtats |z;] < A (1 < i <1). Diem

(a1/8)z1 + (ag/8)za + ..., (a1_1/8)z_1 = m/, (39)

1 aixi
/
a1z1 +aszo + ...+ ai_1z-1 = om'.

Aleshores evidentment

om! + a;zp=m (40)

i

-1

6m/| < laillzi| < 16H'A,

i=1
que implica que

|m/| < 1H'A.
Aixi, si els nombres z1, 22, ..., 2 satisfan l'equacié (38) i les des-

igualtats |z;| < A (1 <1 <), aleshores existeix I'enter m’ que, amb
aquests nombres, satisfa les equacions (39) i (40), on |m/| < IH'A.
En l'equaci6 (40), pero, tenim clarament que 6 < |a;] i (d,a;) =1
(altrament tindriem (aq,...,a;) > 1). Per tant, pel lema 6, el nom-
bre de solucions de 'equacié (40) (en les variables m/, z;) que satis-
fan |m/| <IH'A,|z| < A <IH'A no és més gran que 3lH'A/|a|.
Per al mateix m/, 'equaci6 (39), d’acord amb el lema 7 per a equa-
cions amb [ — 1 variables, té com a molt ¢(I)A'~2/H’ solucions en
enters z; amb |z;| < A.

Es evident, del que hem dit fins aqui, que el nombre de solucions
{z1,...,21} de 'equaci6 (38) que satisfan les desigualtats |z;| <
A (1 <4 <) no és més gran que

(BLH'Af|ar|)e() A2 /H' = (DA™ /|| = c() A/ H,

i queda completada la demostracié del lema 7.4 0

4 Deus haver notat que en I'iltima cadena d’equacions el simbol ¢(l) apareix en
diferents llocs amb significats diferents. Ja t’he preparat abans per a aquest us del
sfmbol.
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Ara ens dedicarem a investigar la totalitat de les equacions de la
forma
a1z1 +aszo +...,a;2; =0, (41)

on |a;] < A (1 <4 <) 1i, com sempre, tots els a; sén enters. Sigui
B un nombre positiu la relacié del qual amb A queda descrita per les
desigualtats 1 < A < B < c(l)Alfl, i sigui I > 2. Ara volem estimar
la suma dels nombres de solucions z;, |z;| < B (1 < i <), de totes les
equacions (41) d’aquesta familia.

1. Primer fem un examen per separat de 'equaci6é (41) per al cas
que a; = ag = ... = a; = 0 (és un membre de la nostra familia)
i estimarem el nombre de solucions que satisfan les desigualtats
lzil < B (1 < i < I). Obviament la nostra equaci6 se satisfa

per un sistema arbitrari de nombres zi, z9,...,2;, i només hem
de calcular quants d’aquests sistemes existeixen de manera que es
compleixin les desigualtats |z1| < B, |z2| < B,...,|z| < B. Com

que l'interval (—B, B) conté com a molt 2B + 1 enters, cada z; pot
prendre com a molt 2B + 1 valors diferents. Per tant, el nombre
de sistemes {z1, 22, -, 2} del tipus en qué estem interessats no
supera (2B + 1)! < (3B)! = ¢(I)B'. De tota manera, segons la
nostra hipotesi, B < ¢(I)A'"! i, per tant, ¢(I)B! = ¢(1)B""'B <
c(l)(AB)"=1. Aixi, per al cas en qué a; = az = ... = a; = 0,
I'equaci6 (41) té com a molt ¢(I)(AB)"~! solucions del tipus en
que estem interessats.

2. Si almenys un dels coeficients a; és diferent de zero, el maxim
comu divisor d’aquests coeficients, (a1, as,...,a;) = 0, existeix.
Suposem primer que ¢ = 1, i sigui H el més gran dels nombres |a;|
(1 = 1,2,...,1). Clarament H és un nombre de l'interval (1, A).
Per tant, H es troba o bé entre A i A/2, o bé entre A/21 A/4, o
bé entre A/4 1 A/8, etc. Per tant podem trobar un enter m > 0
tal que

AJ2mt <« H < AJ2™. (42)
D’acord amb el lema 7, per a una equacié del tipus (41) amb § = 1
i tal que H satisfa les desigualtats (42), el nombre de solucions z;,
|zi| < B, no és més gran que

co()B"YH < ¢(l)BL/(A/2m ) = ¢(1) B 12/ A.
D’altra banda, a partir de (42) tenim que
la;| < A/2M(1 <1 <I). (43)
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Per tant el nombre d’equacions del tipus (41) per a les quals les
desigualtats (42) es compleixen és com a molt igual al nombre
d’equacions del mateix tipus que satisfan les condicions (43), és a
dir, com a molt

(2(a/2™) + 1) < (34/2™)E = ¢(1) Al2™™,
Aixi, la suma del nombre de solucions |z;| < B de totes les equa-

cions del tipus (41) per a les quals 6 = 11 A2~ < H < A2~™
no supera

(c()B12mJA) - (1) Al27™ = ¢(1)(AB)=12—m (=1,

Sumant aquesta estimacié per tot m > 0, obtenim la conclusié
segiient: La suma dels nombres de solucions |z;| < B de totes les
equacions (41) per a les quals |a;| < A (1 <i<I)id=1és com
a molt

c()(AB) 1,

. Ens falta trobar el nombre de solucions del tipus requerit per a les

equacions amb 0 > 1. En aquest cas 'equaci6 (41) és evidentment
sinonima de 'equacio
(a1/6)z1 + (a2/d)za + ...+ (a;/d)z = 0,
on
(a1/6,a2/6,...,a;/0) =1,
i el nombre A s’ha de reemplagar pel nombre A/§. Tal com hem

vist en l’apartat anterior, la suma del nombre de solucions |z;| < B
de totes aquestes equacions, per a un ¢ donat i fix, no supera5

c()(ABS™H! = e(l)(AB) oD,
Ara, clarament només hem de sumar aquesta expressié per tots els

valors possibles de ¢ (1 <4 < A).

Aixi, hem trobat que la suma dels nombres de les solucions busca-
des de totes les equacions de la forma (41), on |a;| < A (1 <i <)
i no tots els a; sén zero, no supera el valor de

=l cayamy

A
c()(AB)=1Y " 67 < ¢(1)(AB) 5 =

0=1

5 Com que ara en comptes de considerar A hem de triar el nombre més petit A/d, és
concebible que la condicié B < c(l)Ali1 sigui violada. De tota manera, pots verificar
sense cap dificultat que en el cas anterior no hem fet servir aquesta condicié en cap
moment, i que el resultat del segon cas no en depen.
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[Per obtenir la primera relacié fem servir la desigualtat

A

> (1/nth) < (g+1)/g,

n=1

la qual és valida per a un nombre natural arbitrari ¢ i per aun A > 1
arbitrari (denotem per g el nombre [ — 2, que és positiu ja que hem
suposat que [ > 2). Aqui n’hi ha una demostracié simple: per a n > 1
tenim

P ) = () )+ 1)
= i+ qn? 4+ ... +1—-n9)/ni(n+1)7
> gn?Yni(n+ 1)1 > q/(n+1)7,

i aixi

(n+1)"@ < g7 n™7 = (n+1)79).
Substituint successivament n = 1,2,..., A — 1 en aquesta desigualtat i
sumant conjuntament totes les desigualtats resultants trobem que

A
an(qul) <q¢'1-A"9<1/q,

n=2
la qual cosa implica que

A
> on @ <14 (1/g) = (¢+1)/q. Q. E. D.

n=1

Comparant aixo amb el resultat en 'anterior primer apartat, on hem
obtingut una estimacié per al cas a; = a2 = ... = q; = 0, arribem a la
conclusié segiient:

LEMA 8 Sigui l >2 i1 < A
nombre de solucions |z;| < B
forma

< B < ()AL, Aleshores la suma del
1 < i <) de totes les equacions de la

—~

arz1 +aszo + ...+ ajzp =0,

on la;| <A (1 <i<I) no és més gran que

c(1)(AB) 1,
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§ 4
DOS LEMES MES

Abans de procedir a demostrar el lema fonamental, hem d’obtenir dos
lemes més d’un tipus especial. Tots dos sén molt simples, tant pel que
fa a la idea com a la seva forma, encara que pots tenir alguna dificultat
per assimilar-los bé perque tenen a veure amb I’enumeracié de totes les
combinacions possibles, la construccié de les quals és més aviat delicada.
La dificultat d’aquest problema combinatori abstracte rau en la dificul-
tat d’expressar-lo amb simbols matematics: s’ha d’expressar més amb
paraules que amb simbols. Aquesta és, per descomptat, una dificultat
de presentacid, i no del tema en ell mateix, i em prendré la molestia
d’expressar tan concretament com sigui possible totes les qliestions que
apareguin, aixi com la seva solucié.

Denotarem per A una col-leccié de nombres, no tots necessariament
diferents. Si el nombre a apareix A vegades en el conjunt A, direm que
la seva multiplicitat és A. Siguin ai,aq, ..., a, els diferents nombres que
apareixen a A, i siguin Ai, Ao, ..., A, les seves respectives multiplicitats
(ja que A conté en total > ;_; A; nombres). Sigui B una altra col-leccié
del mateix tipus, que consisteix en els diferents nombres by, bo, ..., by
amb multiplicitats respectives u1, u2, .. ., ts-

Investiguem 1'equacié

r+y=c, (44)

on ¢ és un nombre donat i x i y son desconeguts. Estem interessats en
les solucions {z, y} d’aquesta equacié en la qual x és un dels nombres de
la col-leccié A (abreujat z € A) i y és un dels nombres de la col-leccié
B (y € B). Si els nombres x = a; i y = by, satisfan 'equacié (44),
aixo ens porta a A;ui solucions del nostre tipus, ja que cadascun dels
A “especimens”’del nombre a; que apareixen a la col-leccié A es pot
combinar amb un dels p; “especimens”del nombre by que apareix a
la colleccié B. Perd tenim® \jpy, < (A2 + p2)/2. Per tant el nombre

6 “La mitjana geometrica no és més gran que la mitjana aritmetica”. Aqui hi ha la
demostracié més simple:

0< (N —pk)® = A7+ pi — 2\ipk,  dlon 2\ < AT + i
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d’aquestes solucions de 'equacié (44), on = = a;, y = bg, no és més gran
que (A\? + p2)/2. Aixi el nombre de totes les solucions z € A, y € B de
Pequacié (44) no és més gran que > (A\? + u2)/2. Aqui el sumatori és
sobre tots els parells de subindexs {i,k} per als quals a; + by = c. La
nostra suma creix si sumem /\Z2 sobre tot 7 i ui sobre tot k (ja que cada
by es pot combinar amb com a molt un a;.) Per tant, obtenim finalment
que el nombre de solucions x € A, y € B de ’equacié (44) no és superior

al nombre
Lo ~
B (Z AP+ Z 145;)-
i=1 k=1
D’altra banda, considerem ’equacio
x—y=0 (45)

i calculem el nombre de solucions amb z € A, y € A. Evidentment
cadascuna d’aquestes solucions és de la forma x =y = a; (1 < i < 7).
Per a una ¢ donada obtenim )\? solucions, ja que els nombres x,y poden
coincidir, de manera independent, amb cadascun dels A; “especimen”del
nombre a; que apareixen a A. Aixi, el nombre total de solucions xz € A,
y € A de l'equacié (45) és igual a Y., \?. Exactament de la mateixa
manera, per descomptat, trobem que el nombre total de solucions = € B,
y € B de la mateixa equacié és Y ,_; uz. Si comparem aquests resultats
amb els que hem trobat abans arribem a la conclusié segiient:

LEMA 9 El nombre de solucions de l’equacio
r+y=c¢, z€AyenB

no és més gran que la meitat de la suma del nombre de solucions de les
equacions

r—y=0, x,yc A 1 xz—y=0, z,y€ B.

Per al cas especial en que les col-leccions A i B coincideixen obtenim
el seglient

COROLLARI 10 El nombre de solucions de l’equacid
r+y=c¢ x,yceA
no és més gran que el nombre de solucions de ’equacid

r—y=0, z,y € A.
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Ara siguin k i s dos nombres naturals arbitraris. Posem k2% = [, i
investiguem 1’equacié

r1+x2+ ...+ 73 =cC

Siguin Ap, Ao, ..., A; col-leccions de nombres. Suposem que cada
colleccié A; (1 <i <) esta formada pels nombres diferents a;1, a;z, . ..
amb multiplicitats respectives \;1, Aj2, . ... Estem interessats en el nom-
bre de solucions de ’equacié

r1+xe+...+r=c x;€A (1<i<l). (46)
Si considerem
x1+x2+...+xl/2:x, x(l/2)+1+...+xl:y

(1/2 és per descomptat un enter), aleshores ’equacié donada es pot es-
criure de la forma

r+y=c

i el lema 9, que acabem de provar, es pot aplicar aqui. Només hem de
trobar a quin conjunt de nombres pertanyen z i y. Com que z; € A;
(1 <7 <), x pot ser un nombre arbitrari de la forma 21 +22+. .. + 29,
on z € A; (1 < ¢ < 1/2). De manera similar y pot ser un nombre
arbitrari de la mateixa forma, amb z; € A9 (1 < <1/2).

Aixi, pel lema 9, el nombre de solucions de ’equacié (46) no supera
la meitat de la suma del nombre de solucions de ’equacid

z—y=0 (47)
sota les hipotesis seglients:
Lo=2n+z+...+2/0 y:zi+z§+...+zl’/z,
zi, 2z € Ay (1 <4 <1/2); (48)
2. x iy tenen la mateixa forma, pero

Zi,zé S A(l/2)+i (1 <3< l/2) (49)
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En els dos casos I'equacié (47) es pot reescriure de la forma
(21— 24) + (22— 2) + .+ (212 — 2}3) = 0. (50)

Aixi concloem que el nombre de solucions de 1’equacié (46) no supera
la meitat de la suma del nombre de solucions de I'equacié (50) sota les
hipotesis (48) i (49), és a dir, no supera la meitat de la suma del nombre
de solucions de les equacions

12
Z(zi—zll-):o, zi, €A (1<i<l1/2) (51)
i=1
i
/2
Z(zi —2) =0, 2,2 € Ay (1<i<1/2). (52)
i=1

L’equacié (50) té [/2 sumands en el canté esquerre, és a dir, tants
com la meitat de ’equaci6 original (46).

Diem
1/4 1/2
> (zi—z) =, Y (zi—z) =y,
i=1 i=(1/4)+1

i per tant portem ’equacié (50) a la forma
r+y=0.

Aixi podem aplicar una altra vegada el lema 9. Es evident que, de la
mateixa manera que hem obtingut I'equacié (50) a partir de I'equacié
(46), ara anirem de 'equacié (50) a I'equacid

1/4

D (ui+uf = uf — ') =0, (53)

i=1

en la qual hem de considerar la suma dels nombres de solucions d’aquesta
equaci6 sota les segilients (ara quatre) hipotesis, per a (1 <i <1/4):

Looug, u,uf ul’ € A,

2. wi,ug, v, ug € Agyay g
3. Uq, u;, u;’, u;” S A(l/2)+i7
4. u;, 'LL;, U,é/, u;” € A(Sl/4)+i'
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Com que [ = k-2°, podem repetir aquest procés s vegades. Evidentment
s’acaba amb ’equacio

k

1 2 PR 257141 29

Z(yi()-l-yf)—k...—kyi( )—yZ( )...—yg )):0, (54)
=l

en la qual hem de considerar la suma dels nombres de solucions d’aquesta

equacié sota 2° hipotesis diferents, per a (1 < j < 2%):

1. ygj) € Al, yéj) € Ag,...,y,gj) € Ak,

2. ygj) € Ak-i—lv yéj) € Ak-‘r?a s 7y]ij) € A2k7

AR ygj) € Akgs_k+1, e ,y,(f) € Apos.

Si posem
y) :y§J)+y§7)+...+y,(f) (1< <2,
aleshores l'equacié (54) s’expressa d’aquesta forma simple:
s—1 s—1 s
y D py@ gy D ) — 0. (55)

Aqui volem tractar de la suma dels nombres de solucions de ’equaci6
(55) sota les seglients 2° hipotesis, que difereixen 'una de 'altra en el
valor del parametre w (0 <w < 2° —1):

()

y\) = Yy () ©))

+ Ys + ...+ Y’
on
yﬁj) € Awk+1, yéj) € Awkt2, - - -,y,ﬁj) €Ay (155527,

Aixi podem expressar el resultat final de la nostra deduccié en la forma
que déna la proposicié segiient:

LEMA 11 Sil=k-2%, el nombre de solucions de l’equacid (46),
ri+zat...+x=c, ;€A (1<i<lI)
no supera la suma dels nombres de solucions de l’equacio (55),

s—1 s—1 S
T o B e IC ) gy
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amb . ' ' '
y i =y 0y,

v e Apprr, v € Aurgay oy € A (1< <29,
iw=0,...,25—1.

Observa la connexi6 entre els lemes 91 11 perak=s=1,1=2.

Aix0 elimina els nostres preliminars, i ara estem preparats per co-
mencar l'assalt directe al lema fonamental.

§5
DEMOSTRACIO DEL LEMA FONAMENTAL

Provarem el lema fonamental pel metode d’induccié sobre n. En les
demostracions per induccié passa sovint que la demostracié es fa més
facil si plantegem una proposicié més forta que la que volem provar (i
de vegades és només aixi que la demostracié es pot arribar a completar
per aquest metode). El motiu és facil d’entendre. En les demostracions
per induccid, la proposicié es considera correcta per al nombre n — 1, i
es demostra per al nombre n. Per tant, com més forta és la proposicié,
més ens dona per al cas n — 1; per descomptat, també hem de provar
més per al cas n, pero en molts problemes la primera consideracié acaba
sent més important que la segona.

T aixi és, de fet, en el nostre cas ara mateix. El nostre interes immediat
és el nombre de solucions de I'equacié a7 +x5+.. .42} =m (1 <m < N)
(on, d’acord amb el significat real del problema, 0 < z; < ml/n < Nl/”).
Pero x™ és el cas especial més simple d’un polinomi de grau n

f(@) = apx™ + a1zt + ...+ ap_12 + an,

i sera convenient per a nosaltres reemplagar I’equacié donada per una
equacié molt més general

f@) + f(@2) + .+ faw) =m, (56)

on les variables estan subjectes a les condicions més febles |z;| < N 1/n
(1 < i < k). La demostracié de la nostra proposicié sobre 'equacié
(56) ens donara més del que realment necessitem; pero, tal com veuras,
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és precisament aquest refor¢ de la nostra proposicié el que ens obre la
possibilitat d’una demostracié per induccid. Aixi doncs, per a m < N,
denotem per 71(m) el nombre de solucions de 'equacié (56) que satisfan
les condicions |z;| < N'/™ (1 < i < k). Per descomptat encara som
lliures de disposar de manera arbitraria dels coeficients del polinomi
f(x) perque la induccié es pugui dur a terme (tenint només en compte
que les condicions imposades es compleixin en el cas f(xz) = z™). Ara
provarem la proposicio segiient:

PROPOSICIO 12 Suposem que els coeficients del polinomi f(x) satisfan

les desigualtats ‘
;| < e(n)N/™  (0<i<n). (57)

Aleshores, per a un k = k(N) triat de manera adequada,
rr(m) < e(n)N®/™=1 (1 <m < N).

Com que les desigualtats (57) se satisfan de forma obvia en el cas f(x) =
™ per a c¢(n) = 1, aquest teorema és realment una versié més forta del
nostre lema fonamental.

Considerem primer el cas n = 1, f(x) = apz + a;. Posem k(1) =2, i
per tant ’equacié (56) pren la forma

ap(x1 + x2) = m — 2a;.

Estem interessats en solucions d’aquesta equacié que compleixin les con-
dicions |z1] < N, |z2| < N. Aixi, hi ha com a molt 2N + 1 < 3N valors
possibles per a x1. Perd com a molt correspon un zo a cada x1, per tant

TZ(m) < 3N,

la qual cosa completa la demostracié de la nostra proposicié per an = 1
(k=2).

Ara sigui n > 1, i suposem que la nostra afirmacié ja ha estat veri-
ficada per I’exponent n — 1. Posem k(n — 1) = k' i triem

k= k(n) = 2n - 241082 K]

on l'exponent significa el maxim enter que no excedeix 4log, k. En el
que segueix, per abreujar, posarem |4log, k'] — 1 = s i per tant

k=2n-25TL (58)
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Per estimar el nombre, r;(m), de solucions de I’equacié (56), primer
li apliquem el lema 9, posant

k/2 k
p=Y @) y= Y @)
i=1 i=k/2+1

La collecci6 A (i la col-leccié B, que coincideixen en aquest cas)
consisteix en totes les sumes de la forma

k/2
S @), Jul <NV (1<i<E/2).
i=1

Pel corol-lari del lema 9, ri(m) no supera el nombre de solucions de
lequaci6 t —y=0,onz € A, y € A, és a dir,

k)2 k/2

=Y fl@), y=>_ flw)
=1 =1

sl < NVP Qg < NVP(1 < < R/2).
En altres paraules, r;(m) no supera el nombre de solucions de 1’equacié

k/2

> (flai) = f(y) =0, (59)

i=1
on |z;| < NV™ |y| < NY™ (1 <i<k/2). Ara diem z; —y; = h; (1 <
i < k/2)ireemplacem el sistema de variables {x;, y;} pel sistema {y;, h; };
ara permetem a y; 1 h; (1 < i < k/2) prendre tots els possibles valors
enters en l'interval (—2N'/" 2N'/") la qual cosa només pot incrementar
el nombre de solucions de la nostra equacié. Aixo significa que cada
sumand f(z;) — f(y;) en 'equacié (59) esta reemplacat per 'expressié

n—1
Fwith) =) = Y aul(yi+h)" " =y
v=0

n—1 n—uv n v
- t, n—v—t
= ey (M,
Si canviem la variable ¢ del sumatori posant

v+t =u,
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de manera que

n—v—t=n—u, t=u—wv,
obtenim
Fyi+h) = fly) = hi Zav Z <u_v)h“ Uy
= u=v+1
_ n—uv u—v—1
. Zy 1}2(:)@@(“_0)1%
= h Zai,uyf_“ = hi¢i(yi),
u=1
on

n
y) = aiuyl "
u=1

és un polinomi de grau n — 1 amb coeficients

u—1

n—U\, 4o .
am:Zav(u_v)hi L 1<i<k/2)

v=0

que depenen dels nombres h;.

Aixi, en les noves variables {y;, h;}, I'equacié (59) pren la forma

h1¢1(y1) + hada(y2) + ... + hyj2dr2(Yry2) = 0. (60)

En aquesta equacié els nombres h; i y; poden prendre valors enters
arbitraris en 'interval (—2/N In oN1/ ™). on hem de tenir present que els
coeficients dels polinomis ¢;(y) (de grau n — 1) depenen dels nombres h.

Apunta bé que de moment hem demostrat el segiient: Fl nombre
ri(m) que estem estimant no supera la suma del nombre de solucions
enteres y;, |yi| < 2NV (1 < i < k/2), de totes les equacions (60) que
es poden obtenir a partir de tots els possibles valors dels nombres h;,
[hi| < 2N (1 <i <k/2).
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§6
CONTINUACIO

Examinem ara una de les equacions (60), és a dir, de moment mirarem
els nombres h; (1 < i < k/2) com a constants. Apliquem el lema 11
a aquesta equacio; els nombres h;¢;(y;) tenen el paper de les variables
x;, el nombre k/2 = 2n - 2° té el paper del nombre [, i diem 2n = k,
per abreujar. Recorda un cop més que el nombre h; apareix a ’equacié
(60) no només de forma explicita siné també a través dels coeficients
dels polinomis ¢;(y). La col-leccié A; a la qual els nombres z; = h;¢;(y;)
pertanyen consisteix, en el cas present, en tots els nombres de la forma
hi®i(yi), on els nombres h; tenen valors fixats i els nombres y; es mouen
en linterval (—2N1/7 2N1/7).

D’acord amb el lema 11, el nombre de solucions de 'equacié (60) que
satisfan les condicions que acabem de descriure, no supera la suma dels
nombres de solucions de ’equacid

gD fy® T @) @0y g (61)

sota les 2% hipotesis segilients que corresponen als diferents valors del
parametre w =0,1,...,2% — 1:
y@ = ygj) + ygj) 4.+ y,(f)
y@(]) € Awko+i (1 S ? S ko)

} (1<j<2),

on, recorda, A, (1 < r < 2%) és la col-leccié de nombres de la forma
hyér(yr) amb h, fixats i y,, |yr| < 2N/ arbitraris.

Per al cas w = 0 (que triem només com a exemple), 'equacié (61) es
veu de forma estesa aixi:

[ygl) + yél) +...+ y,(i))]
+ [yEQ) + yég) +...+ y,(f))]
_|_ .........
s—1 s—1 s—1
+ [y§2 )+y§2 )+...+y,(i )]

(2°7141)

257141 257141
[yg +)+y§ )+...+yko ]

23 23
5 )—i—...—l—y,(C )]:0,

o
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o bé, reorganitzant els sumands,

s—1 s—1 s
[(1)+y§)+”.+y§2 ) £2 +1) .”_y§2)]
s—1 51 s
+ ) gl ey T )
_l’_ .........
s—1 s—1 s
o) o b e =0

()

cadascun dels nombres y,;”’ és un nombre de la forma hiqﬁi(vi(j)), on

] v, ] < 2N'/™. Per tant I'iltima equaci6 es pot reescriure de la forma
s—1 s—1 s
Balgr(v) + o1 017) - a0 ) = — (0]
+ holoa(os) + = da(o))

[k, (0f)) + = o, (0] = 0.

Escrivint, per simplificar,

25— 25—141 28
w10+ a1+ 4010 — (0T =1 (o)) =
(i1 <i<ko)
aquesta equacié es pot escriure de forma bastant més curta de la manera

segient:
hiz1 + hozg + ...+ hkozko =0. (62)

En total tenim 2% equacions d’aquesta classe, i la seva totalitat es pot
escriure de forma compacta

ko

> hukgtiZukgi =0 (0 <w<2° 1),
=1

De tota manera, de moment centrarem la nostra investigacié en ’equacié
(62), la qual es pot veure com a tipica. Per estimar el nombre de solucions
d’aquesta equacio en la qual estem interessats, primer hem de mirar entre

quins limits pot variar la quantitat ¢;(v; G )). Per aixo, recordem que

n
y) = Z ai,uyniu7
u=1
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on

u—1

n=U\, y—v-1 :

L= : <1 < .

iy Za”<u_v>h% (1<i<k/2)
v=0

Per tant, a partir de la nostra hipdtesi |a,| < c(n)N*/™ i |h| <
2N/ es dedueix que

u—1 u—l1
’ai,u’ < Z c(n)Nv/n <n - U) c(n)N(u—v—l)/n _ c(n)N(u—l)/n Z <7‘L — ’U> :
v=0

U—v = \u—v
és a dir, tenint en compte que u < n,
lai| < c(n)N(“_l)/”. (63)

D’altra banda, com que ]vgj)] < 2N'/" tenim \vZ(j)\"*“ < ¢(n)-N—w)/n
i en consequencia

il - |U§j)|n—u < e(n)N@=D/nNO-0/n — () N@-1/n,

La mateixa estimacié (amb un altre ¢(n)) es compleix per a tot qﬁi(vy )),
ja que el nombre de termes del polinomi és igual a n. Aixi,

16i (0] < c()N®=D/m (1 <i<k, 1<j<2m).

Pero cada z; és la suma de 2° = ¢(n) sumands de la forma :l:(bl-(vz(j )), i
per tant

i < c(m)NT=D/m (1< < k)

(amb un altre ¢(n), naturalment). Aixo significa que, en l'equacié (62),
cada z; només pot prendre els valors que sén a l'interval

(—e(n)NC=D/n () N(=D/my

Sigui m un d’aquests nombres. L’equacié z; = m no només se satisfa
d’una sola manera sind, en general, de diverses, ja que la definicié del
nombre z; és tal que un mateix valor de z; pot ben bé resultar d’eleccions
diferents dels nombres UEJ ) (1 <75 <2%). Ara hem d’estimar el nombre
de solucions de la relacié z; = m, és a dir, de ’equacid

(2°)

$i(0D) 4+ i) = (0]

Amb aquest proposit finalment haurem d’aplicar la llargament promesa
induccié. Procedim com segueix.

9s—141)

)= =iy =m. (64)
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Primer reescrivim l’equacié (64) en la forma
oivf)) + i) + o+ i)
/ s—1 s
= m— g™ =T T ().
Aixd és possible ja que per a k' = k(n — 1) > 1 (i ja hem vist que
k(1) = 2) tenim
9s—1 _ 2[4log2 ) > k.

(Amb detall: ¥ > 2, logyk’ > 1, 3logyk’ > 3, |4logy k| — 2 >
4logy k' — 3 > logy k!, 2571 = 2l4loga K]=2 > s )
Si denotem la part dreta de 1'tiltima equacié per m’, obtenim

i) + .+ By = m. (65)
Triem alguns valors particulars per als nombres
Uz(j) (k/—i-l S] S 25)

(naturalment en linterval (—2N/" 2N1/7)): aleshores m’ també ad-
quireix un valor definit. A 1'equacié (65), com que ¢;(y) és un polinomi
de grau n — 1, ara li apliquem el teorema que hem de provar. Hem de
verificar que totes les hipotesis necessaries es compleixen. Tenim

n
$i(y) = aiuy™ ",
u=1

on, d’acord amb (63),

u—1

il < e(n)NEDM = c(n)(NO=D/myn=t, (66)
i, com és facil de veure,
| < e(n)N =D/
(ja que m i tots els gbi(yi(j )) satisfan la desigualtat).

En virtut de la darrera desigualtat, el paper de N pot ser assumit pel
nombre ¢(n) N™=1/"; aleshores les condicions (66), que els coeficients del
polinomi ¢;(y) satisfan, sén precisament les condicions (57) substituint
n per n— 1. Aix{ totes les hipotesis efectivament es compleixen, i podem
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assegurar que el nombre de solucions de l'equacié (65), per a les quals
]vgj)] < 2NV/n = o(N(=1/my1/(n=1) 1o supera el nombre

kE —n41
n

() (VDT = e(n)N (67)

Aquesta estimacié s’ha obtingut per a valors fixats UZWH), . ,vz-(zs).
Clarament, com a molt tenim

ANY? 4 )2 < o(n) N (68)

valors d’aquests. El nombre total de solucions del nostre tipus, de 1’e-
quaci6 (64), per tant, no excedeix el producte dels cantons drets de (67)
i (68), és a dir, és com a molt

(69)

Tornem ara a l’equacié (62). Hem vist que cada z; pot assumir només
valors que sén a l'interval (—c(n)N%l, c(n)N%> Ara veiem que la
“multiplicitat” de cadascun d’aquests valors (és a dir, el nombre de ma-
neres de triar yz-(j )
nombre (69).

de forma que 'equacié sigui satisfeta) no supera el

Aquest resultat fa possible reduir el problema global a una estimacié
dels nombres de solucions d’equacions lineals. Aix0 és perque al final de §
5 varem reduir l'estimaci6 de ri(m) a l’estimacié del nombre de solucions
de les equacions de la forma (60). Pero tal com varem provar mitjancant
una aplicacié del lema 11, el nombre de solucions de 1'equacié (60), que
satisfan |y;| < 2NY/", és com a molt igual a la suma dels nombres de
solucions de 2° equacions del tipus (62), que ja s6n equacions lineals. En
connexié amb aix0, hem obtingut els intervals en els quals les variables z;
poden prendre valors. Una dificultat certament nova (el preu que hem
hagut de pagar per la transicié a equacions lineals) és que les noves
variables z; han de ser considerades amb certes multiplicitats (per a les
quals també hem determinat limits de variacid).

Finalment no hem d’oblidar que tots aquests calculs s’han fet sota
la hipotesis que els nombres h; estan triats i sén fixats. Per tant encara
hem de multiplicar el resultat obtingut pel nombre de totes aquestes
possibles eleccions.
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El resultat final d’aquesta seccid, que hem de recordar, diu: El nostre
nombre estimat ri(m) no supera la suma dels nombres de solucions en
enters z;, |zi| < c(n)N=D/"amb multiplicitats N; < ¢(n)N& —n+D/n,
d’equacions de la forma

ko
Z hwko—l—izwko—i-i = 0, (70)
i=1

on w recorre els valors 0,1,...,2° — 1, i els nombres h, (1 <r < 2%,)

prenen, independentment ['un de [altre, tots els enters de l’interval
(—2NYn oNUnY,

I per tant veiem que ara hem obtingut una estimacié per a ri(m) en
la formulacié de la qual el polinomi donat f(z) no apareix, la qual cosa
dona a aquesta estimacié un caracter molt general.

§ 7

CONCLUSIO

Ara que hem reduit el problema a una estimacié del nombre de solu-
cions d’equacions lineals que sén independents de la forma especial del
polinomi f(z), rapidament aconseguim el nostre objectiu amb l'ajuda
del lema 8.

Denotem per K qualsevol combinacié particular dels nombres h;,
|hil < 2NY™ (1 <4 < k/2), i per Uy,(K) el nombre de solucions de
lequacié (70) per a aquesta combinacié fixa K i per a una w prescri-
ta, on ens preocuparem de les solucions z; que satisfan les desigualtats
1zi| < e¢(n)N®=D/7 amb multiplicitats \; < ¢(n)N® ~7+D/7 Alesho-
res, d’acord amb el resultat final de la seccié precedent,

251
ri(m) <[> Uu(K)),
K w=0
on el sumatori sobre K s’estén sobre totes les combinacions K admissi-
bles dels nombres h;. Aix0 es pot escriure com
251

re(m) < D Uu(K)].

w=0 K
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De tota manera, és evident de manera immediata que, per a un w
diferent les sumes ), Uy, (K) no difereixen en absolut I'una de Daltra
(ja que per un w diferent les equacions (70) no difereixen I'una de l'altra
en cap sentit). Per tant podem escriure

re(m) < 2°) Up(K) =c(n) Y Uy(K).
K K

Aqui Uy(K) és el nombre de solucions de 1'equacié
hiz1 4+ hozo 4+ ... 4+ hy, 2z, = 0, (71)

per a una combinacié donada K dels nombres h;, |h;| < 2NV™ (1 <
i < k/2), on |z| < ¢(n)N®=D/" i els z tenen multiplicitats \; < ¢(n) -
N@=n+1)/n Denotem per U(K) el nombre de solucions de la mateixa
equacio suposant que totes les z; sén simples. Aleshores clarament

Uo(K) < [e(n)N® =DMk 7(E),
o bé, recordant que k, = 2n,
Us(K) < e(n)N** DU (K),

i per tant
ru(m) < e(n)N*E DY U5 (K). (72)
K

Ara observem el segiient. Cada K representa una certa combinacié
admissible dels valors de totes les h; (1 <i < k/2); el nombre U}(K), en
canvi, queda completament determinat pels valors del primer k, = 2n
d’aquests valors (1 < i < 2n), perqué només ells apareixen a 1’equacié
(71). Per descomptat, quan triem una certa combinacié fixada K, al
mateix temps també definim de forma tnica una certa combinacié K’
dels valors hi,hs,...,ho,. Pero si, al contrari, se selecciona una certa
combinacié K’ dels nombres hi, ho, ..., hop, a ella li correspon no només
la simple combinacié K, siné més aviat tantes maneres com existeixen
de triar la resta de “suplements” h; (2n < i < k/2). Com que cada h; ha
de ser de Vinterval (—2N'/" 2N/") és evident que a una combinacié
K’ li corresponen com a molt

C(n)(Nl/n)(k/Q)—Qn — C(n)N(k/Qn)—2
combinacions K. Aix{

Y Us(E) < e(n)NW2072 % TUs(K),
K K’
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on UZ(K') és el nombre de solucions enteres z;, || < ¢(n) - N(=1/n

(1 < i < 2n) de lequacié (71) per a la combinacié donada K’ dels
nombres h;, |hi| < 2NY" (1 < i < 2n), i el sumatori s’ha d’estendre a
totes aquestes combinacions. Aix{ a partir de (72) obtenim”

re(m) < e(m)NAE TN G2m-2 N g
K/
= (NN U (K. (73)
K/

Finalment, ) -, Up*(K’) es pot estimar immediatament amb l'ajuda
del lema 8, on hem de posar [ = 2n, A = 2N/ B = c(n)N(”*l)/”; pots
verificar facilment que totes les hipotesis del lema 8 se satisfan. Aplicant
aquest lema trobem que

D US(K') < e(n)(AB)*" ™ = c(n)N*".
K,

Per acabar, la desigualtat (73) ens porta a
ri(m) < C(n)N2(2s+l_n)N2"_1 = c(n)N22s+1_1 = ¢(n) %—1’

que completa la demostracio del lema fonamental i de passada el teorema
de Hilbert.

Aquesta demostracio, tan exquisidament elemental, indubtablement
et semblara complicada, a tu. Pero només necessitaras de dues a tres
setmanes de feina amb llapis i paper per entendre-la i digerir-la com-
pletament. Es conquerint dificultats d’aquesta classe que el matematic
creix i es desenvolupa.

X Xk ok

7 Recorda que k = 2n - 2511,
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